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1 Introduccid

En moltes ocasions, se’ns presenten problemes on intervenen formes bilineals
simétriques. Com a exemple, recordem la matriu hessiana a ’hora de determinar
la naturalesa de punts critics.

Sabem que, efectuant un canvi de base adient, arribem sempre a diagona-
litzar una matriu d’aquest tipus, on a la diagonal només apareixin els valors
(+1) i/o (—=1) i/0 0. Perd certament, seguir cada vegada aquest procés no deixa
de ser un exercici llarg i tediés.

Es per aixd que anem a fer un estudi de manera que, utilitzant els menors
principals de la matriu donada, puguem determinar-ne la signatura. Hi distin-
girem quatre casos:

1) Teorema de Jacobi. En la successié de signes dels menors principals no hi
ha cap zero.

2) Teorema de Gundenfinger. En la successié de signes dels menors principals
apareixen zeros aillats.

3) Teorema de Frobenius. No hiha més de dos zeros consecutius (tantes vegades
com es vulgui) en la successié de signes dels menors principals.

4) Tres zeros consecutius no permeten determinar la signatura.

Malgrat tot, al final del tema demostrarem que, qualsevol que sigui el nombre
de zeros consecutius en la successié anterior, podem trobar la signatura. Aixo,
en principi, pot semblar contradictori utilitzant les técniques emprades en els
quatre casos assenyalats. Pel fet aquest dltim procés sol ésser més laborids i que
en la practica solem trobar-nos en la situacié e}, b) o c), els teoremes enunciats
s6n especialment interessants.

Préviament, donarem alguns resultats ja coneguts, perd que ens serviran per
a fixar la notacié posterior.
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2 Mzeétode general d’ortonormalitzacié

Teorema 1 Sigui ¢ : £ X E — R, una forma bilineal simétrica, on E
és un espai vectorial de dimensid n. Aleshores, ezisteiz una base en la qual
rd

E =FE'+ Radp, on E' és el suplement del Radp en E. En aquesta nova base,
la matriu de ¢ serd de la forma:

+1

-1

0

Demostracid. Per definicié, Rad ¢ = {zeE | p(z,y) = 0, per a tot ye E},
que és subespai vectorial de E. Suposem que dim (Rad ¢) = n — p. Aleshores
prenem {ép41,-..,€,} una base de Rad p. Considerem (ey,...,€,) una base de
E', subespai de dimensié p. Anem a veure com escollim aquests vectors de E’.

Prenguem e eE’ tal que p(ey,e1) # 0. Aixd sempre sera possible, perqué en
cas contrari siguin z, y ¢ E', tindrem z — ye E'. Llavors, p(z + y,z -+ y) =0 o,
equivalentment, o(z, z) + p(y, y) + 2¢(z,y) = 0, el que ens diu que p(z,y) =0
per a tot z, y e E'. Perd, en aquest cas, ¢y = 0 i en conseqilencia E' C Rad p,
en contra d’ésser E’ el suplement de Rad g en E.

Prenguem ege {¢1}° = E;. Tindrem que p(ez, e2) # O per algun ez, ja que
pels mateixos raonaments anteriors, g, = 0, 1 E; C Rad¢p, en contra de la
hipotesi.

Reiterant el procés, arribem e,e {e1,---,ep—1}°, amb la condicié que
© (epsep) # 0. ,
Hem aconseguit, per construccié:
{go(e,-,e,-)#o peri=1,...,p
(e, ej) =0 siz#7, pere,j=1,...,p

El fet que la suma de E’ i Rad ¢ sigui directa, és evident.
Si cadascun dels vectors els fem de norma unitat, obtindrem una matriu del

tipus:

+1

reordenant la base si cal.

Teorema 2 (Sylvester) Sigui ¢: E X E — R, una forma bilineal simétrica,
on E és un espai vectorial de dimensid n. Aleshores, el nombre de (+1), (-1)
/0 0, en la matriu diagonalitzada, €s invariant per canvis de base.
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Demostracié. Suposem que, mitjangant dos canvis de base diferents, hem
aconseguit dues matrius diagonalitzades del tipus:

+1 +1
-1 -1
0 0
P q r Py

per a la mateixa forma bilineal simétrica.  Representem per p,q i r
(resp. p', ¢'ir') les dimensions dels subespais generats pels vectors tals que
ple;, e;) =1, pels que p(e;,e;) = —1 i pels del radical, respectivament.

s clar que el radical d’una forma bilineal simetrica és dnic, i per tant, r = r'.
Amés, p+q+r=p +¢ +r =n. En conseqiiencia, p+ q=p' + ¢'.

Diguem H),, Hy, als subespais generats pels vectors de (+1) i Hy, H,, als de
(-1). Anem a veure préviamente que H, té norma > 0. Sigui z e H,. Tenim:
o(z,z) = p(oaie;,ocaze;) = o? > 0. Tanmateix, H,, té norma > 0.

Suposem que p < p'. Aixd implica que ¢ < ¢'.

Veiem que Hy N H, = {0}, ja que Idnic vector de norma positiva i negativa
alhora és el vector nul. Per tant, H,, + H, és directa.

Considerem z ¢(H,, + H,) NRad . Serd: z = 1,/ + z, ¢ Rad .

Efectuem:

(2, 2p) = (3prs 2p) + (34 + p) + (29, Tpr) = 0

o(z, z,,) = ‘P(zp’: z,4) + P(zq; xq) =0

De la primera equacié obtenim:

Pz, Tpr) = —p(2p, 21} <0
De la segona tindrem:

P(Tpry 24) = —p(Tq,74) <0

Aquests dos resultats impliquen ©(zp, z4) = 0.

D’aqui: p(zpr, z4) = ©(zpr, 2p') = ©(z4,24) = 0.

Perd llavors: zpr = x4 = 0.

Per tant: z=0+0=0 — (Hp + Hg) NRad p = {0}.

Aixo ens diu que H, @ Rad p és directa.

Aleshores: n > dim (H,) +dim (H,) + dim (Rad o) = p' + g+ r.

Perd: n=p+gq+r.

Per tant: p > p', en contradiccié amb la hipdtesi.

Aixi doncs: p = p’, ¢ = ¢', que demostra la invariincia.

Aquests dos teoremes ens donen l'existéncia i unicitat de la diagonalitzacid
d’una forma bilineal simétrica. Passem a demostrar seguidament, la invariangia
del signe del determinant, per canvis de base.
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3 Determinacio de la signatura

Proposicié 1 El signe del determinant d’una forma bilineal simétrica, és in-
variant per canwns de base.

Demostracié. Sigui B la matriu associada a una forma bilineal simétrica.
Sigui M la matriu de canvi de base.
Timdrem que:

B = 'MBM, on B és la matriu reduida.

Calculem els determinants:
|B|=|"MBM| = |'"M||B||M| = |B||M|*.

Per tant, el signe del determinant de B i B és el mateix.

Aquest resultat ens permet, a partir del signes dels menors principals, de-
terminar la signatura. Anem doncs a estudiar els quatre casos enunciats en
la introduccié. En tot el que segueix, suposarem trobat el radical, i tan sols
utilitzarem els vectors d’una base suplementaria.

Cas 1: (Teorema de Jacobi). Si tots els menors principals, H;, sén estricta-
mente positius o negatius, el nombre de {+1) i de (—1) que s’obtindran en la
matriu diagonalitzada, equival al nombre de signes (+) i (=), respectivament,
corresponents als productes H; - H;1, © =0,...,n — 1. Per comoditat, consid-
erarem Hy = 1.

Demostracid. Considerant la successié de menors principals de la matriu B,
1= Hy, Hy,...,Hy,, és clar que efectuant els productes H; - H;; en alld que fa
referéncia al signe, perd la proposicié anterior, obtindrem la mateixa quantitat
de (+1) i de (—1) en la matriu diagonalitzada que el nombre de signes (+) i (-)
resultants d’aquests productes.

Cas 2: (Teorema de Gundenfinger). Zeros aillats en la sucessié dels H; per-
meten trobar la signatura. A més, si H, # 0, Hp 3y =0, Hpyo # 0 es té que
Hy 2 1 Hy, sén de signe contrari.

Demostracid. Sigui H, # 0, Hpyy =0, Hpyp # 0.
Prenguem en H, ., un vector, e,,, ortogonal a H,,.
Prenguem en Hy., un vector, epy2, ortogonal a Hpy .
La matriu haurd d’adoptar la forma:
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€1 ... €p €p+1 €p+42

€1 0 0

: Hy : :

€p 0 0

€p+1 o ... 0 0 a

€p+2 0o ... 0 a b
Desenvolupant per Laplace, tenim: H, 12 = —a?H,,.

Per tant, H, o i H, sén de signe contrari. Aixd ens diu que podem consi-
derar Hy,4; = + a Phora de fer els productes H; - H; 4.
Cas 3: (Teorema de Frobenius). Dos zeros consecutius en la successié de menors
principals, H;, permeten trobar la signatura. A més, si suposem que H,, # 0,
Hyyy =0. Hyy =0, Hyy 3 # 0, aleshores, si no hi ha canvi de signe entre H,,
i Hyys, s’obtenen dos (+1) i un (-1) en la matriu reduida, i si hi ha canvi de
signe entre H, i H, 3, obtenim dos (-1) 1 un (+1).

Demostracid. Signi H, #0, Hp 1 =0, Hpi3 #0.

Prenguem e,416{H,}°, amb p(ept1, ep+1) = 0, ja que si p(ept1,ept1) # O
tindriem que H,; # 0, en contra de la hipdtesi.

Considerem ara en Hp., Portogonal a H,. Aquest subespai és de dimensié
dos. Prenguem dos vectors de 'ortogonal. Un d’ells sera el mateix e, 1, laltre
anomenem-lo e, 2, €pya.

Neccessariament, p(ep+1, €p+2) = 0, ja que en cas contrariresultaria Hp 2 #
0, en contra de la hipdtesi. A més p(ept2, €pt2) = a # 0.

Fem ara P’ortogonal en H, 13 a Hp,. Serd un subespai de dimensié tres. Dos
veciors d’aquest subespai ja els tenim, e €p41 1 €pr2. En prenem un altre, ept1,
amb ©(epy 1, €pt3) = b # 0 per tal que Hyy3 # 0.

Vegem com sera la matriu amb aquestes condicions:

€1 .. Ep €p+1 €p+2 €p43
€1 0 0 0
' Hy : . :
ep 0 0 0
€p+1 0 ... 0 0 0 b
€p+2 0o ... 0 0 a ¢
€p+3 o ... 0 b c d
Si desenvolupem per Laplace, obtenim: Hpy3 = —ab? H),.
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Reordenant la base, aconseguim que la matriu prengui la forma:

€1 ... ¢p €p+2 €p+1 €Ep43
€1 0 0 0 \
: Hy : : :
€p 0 0 0
Ep+2 0o ... 0 a 0 c
€p+1 o ... O 0 b
€p+3 0o ... 0 c b d

El valor de H,4s no ha variat, doncs hem intercanviat entre si dues files i
dues columnes. Podem observar que ara:

H, # 0, per hipotesi

Hypi1=a H, #0, jaquea #0
Hpi2=0

Hpy3 = —ab? H, # 0, perqué b # 0

D’aquesta manera, s’ha reduit el problema al cas 2. Es poden donar les situa-
cions segiients:

H, Hpyi Hpiz Hpys
1) a>0 i Hy,>0 + + + -

2) a>0 1 Hy,<0 - - + +
3) a<0 i Hy,>0 + - + +
4) a<0 i H,<0 - + + -

En cadascun dels casos, ens donara:
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Resumint, s’obté:
1)i2) Sia>0

3)id) Sia<0

O bé dit de forma practica:

e Sino hi ha canvi de signe entre Hy, i H, 5 s’obtenen dos (+1), un (-1) .

e Si hi ha canvi de signe entre Hy, i H, 3 obtenim dos (-1), un (+1}.

Cas 4: Tres zeros consecutius en la successié dels menors principals, no perme-

ten determinar la signatura.

Demostracid. Considerem la successié Hg, Hy, --

g

Hp: Hp+1| Hp+2; Hp+3;

Hpy4 amb Hy #0, Hyyy = Hpyo = Hpy3 =0 Hpyq #0.

Seguint un procés similar al cas anterior, farem:

Ortogonal en Hy,y; a Hy,, de dimensi6é 1. Prenem:
Ortogonal en Hy 2 a H,, de dimensié 2. Prenem:
Ortogonal en Hy,, 3 a H,, de dimensi6 3. Prenem:
Ortogonal en Hy,, a H,, de dimensi6 4. Prenem:
Vegem com ha d’ésser la matriu amb aquesta construccié:

€p+1

€p+1, €p+2

€p+1> €p+2; €p+3
€p+15 €p+2; €p+3) €p+4

€1 .-+ 6 €p+1 €p+2 Cp+3  €p+4

€1 ( 0 0 0 0 \
: H, : : : :
€p 0 0 0 0
€p+1 0 0 0 0 0 d
€p+2 0 0 0 a b e
6p+3 0 0 0 b [4 .f
€p+4 4] 0 d e f g
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Estem suposant que (ac — b%) # 0, d # 0, ja que en cas contrari Hpi4 =0,
en contra de la hipdtesi.
Si reordenem la base, arribarem a:

€1 ... €p+2 Ep+3 Cpt1  €p+d

el ( o o o0 o0 \
: H,y : : :
€p 0 0 0] 0
€p+2 0 0 a b 0 e
€p+3 0 0 b ¢ 0 f
€p+1 0 0 0 0 0 d
€p+4 0 0 e f d g

La successié de menors principals sera ara:

H,, aH,, (ac — b%)H,, 0, d*(b? — ac)H, on “a”pot valer zero.

Anem a veure el nombre de (+1) i (-1) corresponents als subespais Hpy1,
Hpio, Hyy3, Hpyg, aplicant els resultats obtinguts en el cas 1, que és el que en
aquest moment ens ocupa, ja que tan sols hi ha zeros aillats. Suposem Hj, > 0,
sense que aixo sigul restrictiu.

Les situacions que se’ns presenten sén:

Hp 1 Hypyz Hpps Hpya

1) a>0 ¢>0 - + - +
b2 > ac - + - +

2) a<0 ¢<0 { b2 < ac _ _ + _
b? > ac + - - +

4 a>0 ¢>0 + - - +

5) a=0 V¢ + - - +

Podem resumir-les en: .

i) ac>0, Vb + 4+ = =

i) a>0, b2>ac + + — -

ili) ac>0, 2> <ac + + + — 6bé& + — — -—

iv) a=b, Ve + - - 4+ -

La matriu reduida en cada situacié sera:
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i), ii) i iv)

i)

1 -1
-1 -1

Com podem observar, en el cas iii), no és possible decidir. A més, en els casos
que se’ns presenten, els valor de “a”, “b” i “c” no corresponen a cap determinant
conegut, per tant sén initils en la practica.

Proposicié 2 Donada una forma bilineal simétrica de rang (p+1), sempre que
Hyi1 # 0, podem aconseguir zeros aillats en la successid de menors principals,
mitjangant una reordenacié dels vectors de la base.

Demostracid. Sigui Hpy1 # 0. L’ortogonal a H,, en Hp,; té dimensié 1.

Prenem un vector €, d’aquest ortogonal, que a més pertany a Hp, ja que en
cas contrari H,4; = 0, en contra de la hipotesi. Es a dir, gp és del radical de
H,.

Diguem D,_; un suplement de &, en H,. Sifem Portogonala D,_; en Hy4;
s’obté un subespai de dimensié 2. Un vector d’aquest subespai sera el propi &,
i Paltre romandra fora de H,, per tant prendrem el ey .

Vegem quina és la situacié a qué hem arribat:

€1 €p €p -+ €pti
ey a b 0 0
€n b ¢ 0 0
ep 0 0 0 d
Cp+1 0 0 d €

Desenvolupant per Laplace, obtenim: H,.; = +d?Dy_1, on D,_; és el
determinant format pels productes escalars dels vectors del subespai suplemen-
tari de &,. Per tant, D,y # 0 si tal i com hem suposat Hyi1 # 0. Aixd
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ens diu que, efectuant una reordenacié de la base, aconseguirem obtenir zeros
aillats en la successié dels menors principals. Aleshores, aplicant el teorema de
Gundenfinger, determinarem facilment la signatura.

Observacid. Tal 1 com féiem notar anteriorment, aquesta proposicié solu-
ciona qualsevol forma bilineal que se’ns presenti, perd té I’inconvenient de no
poder utilitzar directament els menors principals, ja que préviament i per simple
inspeccié, haurem de reorganitzar la matriu. En donem un exemple per veure
de forma practica com ho resoldriem.

Ezemple. Determinar la signatura de la forma bilineal simétrica de matriu:

00 -1 0 -1 -2
0 0 2 0 1 3
-1 2 0 1 1 1
00 1 -1 0 1
-1 1 1 0 2 3
-2 3 1 1 3 4

Facilment podem comprovar que els valors dels menors principals sén:
H1:0 Hz‘—'—‘g H3—'=0 H4=O H5=—1 H6=O

El rang de la matriu val 5, i per tant el radical és de dimensié 1. Com que en
aquest cas Hg # 0, estem en condicions d’aplicar la proposicié anterior, ja que
cap dels teoremes vistos al principi del tema s’ajusten a la situacié present.

Fem una reordenacié de la base. Per exemple, si intercanviem els vectors e;
per ey, el que en realitat efectuem és el canvi de base segient:

€1 = €4
52 = €9
€3 = e€3
€4 = €1

Prescindint ja del Hs, en aquesta nova base la matriu sera:

-1 0 1 0
00 2 0
1 2 0 -1
0 0 -1

Els menors principals valen:
Hl:—l H2=0 H3=4 H4=0 H5:—1
Aplicant ara el teorema de Gundenfinger, obtenim:

1 -+ o+ o+ -
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Que equival a dir que en la matriu diagonalitzada apareixeran dos (+1) i tres
(-1), aixi com un (0) corresponent al radical.
Resumint, la matriu quedara de la forma:
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