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INTRODUCCION

El objeto de esta memoria es definir, bajo condiciones suficiente-
mente generales y con la maxima naturalidad posible, la estructura
simplectica subyacente a la Teoria cldsica de campos. Con ello inten-
tamos obtener una aclaracién, a nivel de las nociones de la Geometria
diferencial moderna, de la Dindmica de campos, equivalente en parte,
a aquella aclaracién de la Mecdnica que representé el paso de la for-
mulacién de NEwToN a la de HAMILTON-]JACOBI.

Segtin es bien sabido, la formulacién newtoniana de la Mecdnica
presupone una mezcla no aclarada de Geometria euclideana, estruc-
tura mecénica y hasta ciertos datos de definicién casi experimental.
Frente a esto, la formulacién de HAMILTON-JACOBI proporcioné el
primer ejemplo de lo que habria de ser el esquema fundamental de
la fisica actual. Segiin dichos autores, a la base del estudio de todo
sistema dindmico se encuentran dos datos en dualidad: el conjunto X
de los estados y el conjunto A de los observables. Los estados son las
posiciones-impulso por las que puede pasar el sistema, y los obser-
vables son las tan llamadas magnitudes dindmicas (energia, momentos
lineal y angular, etc.). Cada observable establece una correspondencia
de los estados en los numeros reales, interpretdndose el niimero
real f (x) que un observable f hace corresponder a un estado x como
el resultado de la medida de f de x. De las propiedades de continuidad
y diferenciabilidad que se admite tienen los aparatos de medida
clasicos se sigue que la pareja (X, 4) debe ser una variedad diferen-
ciable. Se supone que es una variedad de dimensién finita donde la
dimensién se interpreta como el nimero de grados de libertad del
sistema. En este lenguaje, la evolucién del sistema dindmico viene
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definida por un pseudogrupo uniparamétrico de automorfismos
de la variedad.

Puestas las cosas de este modo, el problema fundamental que se
plantea la Dindmica analitica es ver qué especial tipo de estructura
hay que afladir a una variedad diferenciable abstracta (X, 4) para
que los puntos de X sean los estados de posicién-impulso de un sis-
tema dindmico. La solucién a este problema que da la teoria de Ha-
MILTON-JACOBI representa una de las més grandes adquisiciones de
la fisica moderna. Segtin dicha teoria, lo que se debe afiadir a la va-
riedad es una especial estructura de 4lgebra de L1k sobre el conjunto 4
de los observables. Se trata de la bien conocida dlgebra de POISSON.
Una solucién més geométrica, equivalente a ésta, es la propuesta
por PoiNcarE. Consiste en dar sobre la variedad una métrica sim-
plectica, esto es, una 2-forma w, cerrada e irreducible. La variedad
dotada de esta métrica constituye lo que se denomina una variedad
simplectica. En términos de esta estructura todas las nociones dind-
micas pueden ser ahora definidas de un modo intrinseco y global.
Por ejemplo, la evolucién del sistema dindmico viene definida por
el pseudogrupo uniparamétrico de automorfismos de la variedad
generado por el campo vectorial D tnico tal que i w,=— dH,
donde H es un observable especialmente importante del sistema din4-
mico llamado su kamiltaniana. (La condicién anterior que define
al campo D constituye la versién, en este formalismo, de las ecua-
ciones de HamirroN del sistema dindmico). Las isometrias de la
métrica simplectica son las tan llamadas fransformaciones canénicas
de la Mecénica. Los sistemas de coordenadas locales (g; p;), respecto
de las cuales w, toma la expresién X dg; A dp;, son las coordenadas
candnicas, etc. etc. ¢

Pues bien, el objeto de este trabajo es demostrar, en general, que
el esquema simplectico de la Mecénica, anteriormente esbozado, es
vélido en Teorfa de campos, sin mds que sustituir la variedad dife-
renciable bésica, de dimensién finita, de la Mecénica, por una variedad
diferenciable de dimensién infinita localmente espacio de BANACH.
Para ser més precisos, por una variedad obtenida de una subvariedad
de un espacio de BANACH por una proyeccién diferenciable. Ilana-
mente hablando, la subvariedad corresponde al conjunto de los
datos de CAUCHY asociado a las ecuaciones de campo, mientras que
la proyeccién es una expresién de la eventual gauge que puede arras-
trar dicho campo. .

Trabajos con las perspectivas del que aqui presentamos creemos
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han sido realizados casi exclusivamente por I. SEGAL y su escuela
(véanse p.e. (12), (13) y (14)) motivados principalmente por el pro-
blema de la cuantificacién de campos. Este autor estudia con detalle
el caso de un campo escalar sobre el espacio-tiempo de MINKOWSKI
definido por una ecuacién en derivadas parciales hiperbdélica no lineal.
La variedad diferenciable bésica que considera es la variedad de solu-
ciones de la ecuacién de campo y la métrica simplectica es definida
a través del propagador asociado a dicha ecuacién. De este modo
se recae esencialmente en la teoria de los propagadores relativos
a una ecuacién en derivadas parciales hiperbélica. Esta teoria ha
sido tratada con detalle, en el caso lineal, por A. LICHNEROWICZ
utilizando la teorfa general de LERAY (véase p.e. (5)).

El procedimiento seguido aqui es totalmente distinto. Lo hemos
fundado en un andlisis intrinseco y global previo de los procesos
variacionales en la Teoria clidsica de campos. I,a observacién del
caso de la Mecénica a la luz de este andlisis nos proporciona un es-
quema tal, que a partir del mismo, y de un modo casi directo, po-
demos obtener la generalizacién que buscamos. Es oportuno sefialar
aqui, que esta idea, de partir de un principio variacional para cons-
truir las nociones dindmicas, ha sido béasica en el desarrollo de la
fisica desde los tiempos de LLAGRANGE y que atn en la actualidad
sigue proporcionando importantes resultados, en fisica clasica y
cuantica, después de los trabajos de DIRAC, BERGMANN, SCHWINGER
v otros sobre Dindmica de Campos (véanse p.e. de (6) a (11)).

Las etapas fundamentales del trabajo pueden ser esquematizadas
como sigue.

Lo primero que necesitamos es formular globalmente la nocién
de campo en el sentido de sistema fisico definido por una cierta la-
grangiana. Para ello damos como dato previo un fibrado vectorial
B =V sobre una variedad V dotada de un elemento de volumen .
V coincide, en los ejemplos usuales, con el espacio de los sucesos de
las teorias relativistas, mientras que los puntos de B significan, fi-
sicamente, los posibles estados de vibracién del campo en cada suceso.
En este lenguaje, las configuraciones posibles del campo sobre la
variedad V' son, precisamente, las secciones transversales del fi-
brado B. Si ¢ es una tal configuracién y x es un suceso, para cada
vector tangente D, eV, el vector tangente (dg). D. e By, nos
proporciona, en primera aproximacién, una medida del cambio que
experimenta la configuracién ¢ del campo cuando nos separamos
infinitesimalmente del suceso x segtin la direccién D,. Entonces,
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la inyeccién lineal (d¢), puede considerarse como una primera apro-
ximacion de la configuracién ¢ del campo en la vecindad del suceso x.
El conjunto B de todas estas primeras aproximaciones puede dotarse
de una estructura de fibrado vectorial B _*.V sobre la variedad V.
Este fibrado constituye el objeto bésico sobre el que construimos
toda la teoria posterior.

La lagrangiana L del campo viene definida ahora como una
funcién diferenciable real sobre el fibrado B. A partir de aqui, y sin
necesidad de ningtin otro dato, podemos desarrollar la Teoria va-
riacional. El concepto fundamental alrededor del cual gira toda la
construccién es el de transformacion infinitesimal de contacto gemera-
lizada (versién intrinseca de las variaciones simbdlicas § del Céalculo
de variaciones clasico). Esta nocién se introduce como sigue. El
fibrado B puede dotarse, canénicamente, de una 1-forma 6 con va-
lores en el A-médulo M de las aplicaciones diferenciables F, de B
en B, tales que n. ' = 7 (4 es el 4lgebra de las funciones diferen-
ciables de B). Entonces, una transformacién infinitesimal de contacto
generalizada es un campo vectorial D de B tal que, para toda ley
de derivacién y en el A-médulo M, se verifica L, 6 = f0, donde fe
Hom, (M,M). El Teorema fundamental de esta parte del trabajo
es lo que llamamos férmula fundamental de variacion. A partir de
ésta se obtienen los siguientes resultados importantes: una expresién
global de las ecutaciones de campo de EULER-LAGRAGE, una definicidn,
también global, de la nocién de problema variacional invariante por
un grupo de LIk, y finalmente, una adecuada formulacién del Teo-
rema de E. NorrTHER relativo a tales problemas invariantes, obte-
niendo de este modo una versién intrinseca y global de los tan lla-
mados 1nvariantes de E. NOETHER del Célculo de variaciones clésico.

Analizando ahora, a la luz de estos resultados, el caso de la Me-
cénica, obtenemos una formulacién de ésta muy especialmente
adecuada para obtener una natural generalizacién a la Teoria de
campos de las nociones dindmicas. Los dos conceptos mds impor-
tantes que ahora intervienen aqui son los de campo conservativo y
hamiltaniana de un campo.

Por analogia con la Mecanica suponemos que sobre el fibrado
B =V del campo opera un grupo uniparamétrico G de automor-
fismos del fibrado tal que, el grupo G, inducido por G sobre la variedad
base V es un grupo uniparamétrico conexo de automorfismos glo-
bales de V, que no deja fijo ningtin punto de V' y que deja invariante
el elemento de volumen w de V (en los ejemplos usuales este grupo
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significa fisicamente el paso del tiempo). Entonces, se dice que el
campo considerado es conservativo cuando es invariante por el grupo
G en el sentido de la Teoria variacional. Esta nocién de invarianza
determina, salvo una constante multiplicativa, un sélo invariante
de E. NogETHER al cual llamamos densidad hamiltaniana del campo.

A partir de aqui la Teoria la desarrollamos como sigue. Tomamos
una subvariedad V' de V tal que: dim V' =dim V' — 1 y transversal
a las trayectorias de Gg (en las teorias relativistas, en donde V es una
- variedad dotada de una métrica riemanniana hiperbélico-normal,
V' se supone es de género espacial y significa, fisicamente, el espacio
tridimensional en donde se experimenta). Consideramos el espacio
vectorial E de las secciones transversales g, a soporte compacto, del
fibrado B}’ (restriccién del fibrado B = V a la subvariedad V') so-
luciones de la 1-forma canénica 6. En la teoria relativista del campo
escalar libre la funcién H: o€ E — (/ H)'» donde H es la densi-

dad hamiltaniana del campo, verifica las propiedades de una norma.
Nosotros generalizamos este hecho admitiendo ahora que sobre el
espacio E tenemos definida una norma 1| !l del tipo siguiente: || |I:
ceE () H) donde H' es una forma de B de grado dim V — 1.

Finalmente, tomamos la completacién E de E respecto de dicha norma.
A partir de la densidad hamiltaniana y del término final de la f6rmula
fundamental de variacién se definen sobre E la hamiltaniana H del
campo y la 2-forma w, fundamental, respectivamente. Disponiendo
ahora de E, H y w,, se pueden definir las ecuaciones de HAMILTON
del campo, en cada punto del espacio E, procediendo igual que en
Mecénica. Para poder terminar ahora la Teoria debemos hacer inter-
venir en este punto el eventual problema de ligaduras y gauges que
puede arrastrar el campo.

Efectivamente, las ecuaciones de HamirroN que hemos definido
no tienen porqué ser compatibles en todos los puntos de E. Este in-
conveniente se evita restringiendo todas las nociones que tenemos
a la subvariedad ¥ de E caracterizada por las condiciones siguientes:
a) las ecuaciones de HAMILTON restringidas a 7 son compatibles en
todos los puntos de 7; y b) V es maximal respecto de a). Esta sub-
variedad constituye la expresién en nuestro formalismo del sistema
de ligaduras secundarias del campo en sentido de BERGMANN-DIRAC.
Naturalmente, el problema de existencia de esta subvariedad es
cuestién que ha de resolverse para cada campo en particular.

Las ecuaciones de HAMILTON sobre 7 asi obtenidas, si bien ya
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tienen solucién, ésta no tiene porqué ser tinica debido a que la res-
triccién (wy)y a ¥V de la 2-forma w, no es irreducible en general.
Para evitar esta situacién, la cual es muy insatisfactoria desde el
punto de vista del determinismo que se quiere en dindmica clasica,
hemos procedido como sigue. El radical de (w;) » (esto es, el conjunto
de los campos vectoriales D de V tales que 7, (w;) v = 0) define sobre
7V una distribucién. Si ésta es totalmente integrable, y si el conjunto ¥
de sus subvariedades integrales méximas puede ser dotado de una
estructura diferenciable respecto de la cual la proyeccién canénica
n: V-V es diferenciable, entonces, se demuestra que toda la es-
tructura que tenemos sobre V es proyectable por z sobre 7 y que en
la estructura proyectada las nuevas ecuaciones de HAMILTON tienen
una solucién dnica. Este proceso constituye la versién en nuestro
formalismo del problema de las ligaduras primarias o gauges del
campo. Este resultado es importante por poner claramente de mani-
fiesto que la aparicién de las gauges en la teoria de campos es debida
a la posibilidad de que la métrica simplectica correspondiente sea
reducible.

La variedad 7 dotada de la 2-forma w, (proyeccién sobre ¥ de
la 2-forma (w,)v) es la variedad simplectica sobre la cual se deben
definir todas las nociones dindmicas del campo considerado.

Llegado aqui, el Teorema fundamental de la dltima parte de este
trabajo, tiene por objeto establecer la conexién que existe entre las
ecuaciones de HamirroN del campo y las secciones transversales
estacionarias de la Teoria variacional. Este Teorema mnos propor-
ciona una aclaracién definitiva del sentido que tiene el tan llamado
paso de la formulacién lagrangiana a la formulacién hamiltaniana
en la Teoria general de Campos.

Esta memoria fue presentada como tesis doctoral en la Facultad
de Ciencias de la Universidad de Barcelona (Espafia) el dia 27 de
julio de 1967. Deseo expresar aqui mi més profundo reconocimiento
al Profesor SANCHO GUIMERA, director de este trabajo, maestro y
amigo, a quien le debo, entre otras muchas cosas, mi cada vez mayor
aficién por los problemas matemdticos.
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1

FIBRADO DE LAS APROXIMACIONES TANGENTE
DE LAS SECCIONES TRANSVERSALES DE UN FIBRADO
VECTORIAL

1.1 Definicion y I1-forma candnica.

Sea B _*. V un fibrado vectorial de dimensién # sobre una va-
riedad V de dimensién m, A el dlgebra de las funciones diferenciables
de V y M el A-médulo de las secciones transversales de B. Para cada
punto x € V, sea A, el dlgebra de los gérmenes en x de las funciones
de 4 y M, el A,-mé6dulo de los gérmenes en x de las secciones de M.

Si I, es el ideal de los gérmenes de A, que se anulan en x, conside-
remos la sucesién exacta:

012 - A, - A, /% -0

Es facil comprobar que 4,/I%, es un 4lgebra de dimensién m + 1.
Correspondientemente tenemos la sucesién exacta:

0 >IP’M, -M, -M,[I*, M, -0
Sea E, = M,/I>, M,, B=UE, y definamos n: B -V por la

—_ €V
condicién x (E,) = x.

Como M es un médulo localmente libre de rango #, para todo
punto x ¢ V podemos encontrar un entorno U de x en el que hay
definidas # secciones ¢'... ¢" tales que, para todo abierto U’ c U,
'y ... ¢"y- definen una base de My, sobre A . Entonces, para
todo x € U, los gérmenes de ¢!, ... ¢", definen una base de M, sobre
A, y, por tanto, sus imégenes respectivas <_/>i g_b: en el espacio
cociente E, definirdn una base de E, sobre A, /I%,. Supongamos
ahora que en U tenemos un sistema de coordenadas locales (%1 ... %,.).
Entonces, las imdgenes 1, (d%y),, ..., (@%,), en el espacio co-
ciente A4,/I?, de las funciones 1, x; — %; (%), ... , %, — %, (%), res-
pectivamente, definirdn una base de A,/I?, sobre R. Entonces
(6., @ %), . %) i=1..m, j=1..n, serda una base de E, sobre
R. La aplicacién

'é'U: Ux Rrtmn g1 (U) c B
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definida por
o (% 4, by) =2 a; .+ 2 by (dx),. s
i if

es obviamente una biyeccién.

Podemos dotar ahora a B de una y sélo una estructura diferencia-
ble tal que cada aplicacién oy sea un homeomorfismo diferenciable.
Con esta estructura, B _*. V es un fibrado vectorial de dimensién
# -+ m. n sobre la variedad V.

DEFINICION 1.

Al fibrado B *. V lo llamaremos fibrado de las aproximaciones
tangente de las secciones transversales del fibrado vectorial B .=, V.

Sea P un punto cualquiera de B, x =7 (P), ¢, un germen re-
presentante de P y ¢ una seccién representante de ¢,. Definamos

p(P)=¢ ) ei; = (d4)..

LEMmaA 1.

# (P) e 43 no dependen de los representantes escogidos.

DEMOSTRACION

Si s, y s es otra pareja de representantes, entonces, en un cierto
entorno U de x, se verificard s = ¢ + 2 f; 0;, donde las o; son sec-
ciones de My y las f; son funciones dé Ay tales que f;(x) =0y
D, f;=0 para todo D, eV,. Entonces obviamente s (x) = ¢(x).
Vamos a probar ahora que también (ds), = (d¢), . En efecto, bastard
probar que, para todo D, € V,, se verifica (ds), D, = (d¢), D, sobre
las funciones F de B de los dos tipos siguientes: a) F = f.z, donde
feAyyb) F lineal sobre las fibras de B. Para el tipo a) es evidente.
Para el tipo b) tendremos:

@s), D, F = D, (F.s) =D, (F. ¢'{'2f1F 0;) =D, (F. ¢) +
+ 2D, fi(F. 0) (%) + fi (&) Dy (F. o)) = D, (F. §) = (d¢), D, F

pues f;(x) =0y D, f,=0.
c.q.d.
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De este modo, a cada punto P ¢ B le podemos hacer corresponder
canénicamente un punto  (P) € B y una inyeccién lineal 53: V, — B,
(x == (P)). _

La aplicacién p : B — B es una proyeccién diferenciable tal que
7 = m. p. Tenemos, pues, el siguiente esquema:

]__3p>B
a'z\,,

1y

14

La inyeccién 43 verifica la condicién B, =1; (V,) & E,, donde
P = p (P), x = 7 (P), B, es el espacio tangente en P a By E, esel
subespacio tangente a la fibra que pasa por P. Si denotamos por v
el proyector sobre E, en la descomposicién anterior, podemos de-
finir sobre B un campo 6 que asigna a cada P ¢ B la aplicacién lineal
0;:D c¢B; - v (dp)7 D cE,.

DEFINICION 2
Al campo 6 : P € B — 05 lo llamaremos 1-forma canénica sobre B.

El siguiente Teorema establece una relacién importante entre
la 1-forma canénica y las secciones de B.

TEOREMA 1

Para cada seccién transversal ¢ del fibrado B .Z. V definida en
un abierto U, existe una y solo una seccién transversal ¢ del fibrado
B » V tal que p. ¢ = ¢y O3y = 0.

DEMOSTRACION

Para cada x € U, sea ¢, el germen en x definido por ¢ v 4, la
imagen de ¢, en el espacio cociente @' (x). La aplicacién ¢: x ¢
eU — ¢, em ! (x) c B nos define la seccién deseada.

c.q.d.

A § la llamaremos subida canénica de ¢ a B.

6 — Collectanea Mathematica
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El siguiente Teorema serd de utilidad para algunos calculos
locales que haremos posteriormente.

TEOREMA 2

Para todo x € V existe un entorno U de x con coordenadas lo-
cales (x;), » funciones z; sobre n~! (U) y m. n funciones p;; sobre
7! (U), tales que:

a) (x;, z;) es un sistema de coordenadas locales de B sobre z~! (U)
siendo las z; lineales sobre las fibras.

b) (x;z py;) es un sistema de coordenadas locales de B sobre 7! (U)
siendo las z; y p;; lineales sobre las fibras.

¢) las diferenciales sobre ™! (U) definidas por las férmulas 6; (D) =
= 0 (D) z; toman, respecto de (x; 2; p,;), las expresiones 0; = dz; —
— 2 piy dx; (*).

DEMOSTRACION

Sea U un entorno de x con coordenadas locales (x;) y ¢! ... ¢"
#n secciones de B, sobre U, como las consideradas en la construc-
cién del fibrado B . V. Entonces, para todo x € U, los gérmenes
é,! ... ¢," definen una base de M, sobre A4, y, por tanto, sus respec-
tivas imagenes ¢,1 ... ¢, en el espacio cociente M,/I, M, = a~! (x)
definen, también, una base de &~ ! (x) sobre A,/I, = R. Por defi-
nicién de B, la aplicacién gy: UX R"*—n"! (U) c B definida por
ox, a)=2a; z/"ﬂ'x es un homeomorfismo diferenciable. Definiendo

7 .. .
ahora z;: P = X a; ¢,/ — a;, entonces (x;, 2;) es un sistema de coorde-

7
nadas locales de B sobre #~! (U) siendo las 2; lineales sobre las fibras.
Sea ahora py: UX R*""* 771 (U)c Bla bi_ye_c_cién, construida
a partir delas x; y ¢, que se consideré para definir B *, V. Definiendo

z; (P) =a; y pij (P) = b, donde

—P = Zﬂi a}x + Zb;j (dx,')x Z;.x
i i

(*) Suponemos en este enunciado que las funciones de V estdn inyectadas
en las de B por la aplicaciéon n*transpuesta de 7 y, andlogamente, que las de
B estan inyectadas en la de B por p*.
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recorre 7! (U), tendremos que (x; z; p;) es un sistema de coorde-
nadas locales de B sobre z~! (U), siendo las z; y p;; lineales sobre
las fibras. Ahora bien, por definicién de la proyeccién p, se verifica
z; = z;. p. Entonces, las funciones (x; z; p;;) satisfacen las condi-
ciones @) y b) del Teorema. Veamos que también verifican la condi-
cién ¢). En efecto, por ser p (i> _9 yp (_6_) = 0 tendremos
0 i aZj 0 P,‘,‘
0; = 2 f;j dx; + dz;. Por otra parte, puesto que la inyeccién 43 corres-
pondiente a un punto P ¢ ! (U) tal que p;; (P) = by, p (P)= Py
7 (P) = #, viene definida por el sistema de ecuaciones: i3 (—aa—) =
Xily
0 0
= (—) + Z’b,.,-(—) , entonces f; = — p;;.
P ] 0z )p

6x1~ 7 Zj

c.q.d.

A los sistemas de coordenadas locales (x; z; p;;) de este tipo los
llamaremos en lo que sigue candnicos.

1.2 Cdlculo temnsorial con valores en un médulo

Sea A3 el algebra de las funciones diferenciables de B y M3
el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables F, de B en B,
tales que n. F = x. M5 es un 4 -mbédulo respecto de las opera-
ciones (F, + F,): Pe B - F,(P) + I, (P) v (fF1): P e B—f(P).
F, (—P), donde F,, F, e M5, fe A v donde las operaciones de los
segundos miembros son las de la fibra de B que pasa por p (P). Si
{D} v {w} son los Az-mébdulos de las derivaciones y diferenciales
de B, respectivamente, podemos definir un tensor T (p-covariante,
g-contravariante) sobre Az, con valores en M3, como una aplica-
cién (p + g)-lineal de {D}? X {w}? en Mz. Por ejemplo, la 1-forma
canénica 0 de B nos define un tensor 1-covariante de este tipo como
sigue. Sea 7 la aplicacién que asigna a cada vector D,, tangente en
P € B alafibra E, de B que pasa por P, el punto dnico 7 (D,) € E,
tal que f(z(D;)) = D, f para toda funcién diferenciable f de B lineal
sobre las fibras. Definiendo ahora, para cada D e {D}, la aplicacién
0(D): Pe B—7. 03 (D;), puede comprobarse entonces que la apli-
cacién 0:D € {D} — 0 (D) es un tensor l-covariante del tipo que se
busca.
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Para este tipo mds general de tensores puede desarrollarse un
calculo tensorial esencialmente andlogo al ordinario segin vamos
a ver en esta seccién (para mdés detalles constiltese [3], Ch. 1).

Sea K un cuerpo conmutativo, 4 un 4lgebra conmutativa y aso-
ciativa sobre K con elemento unidad y M un A-médulo. Sea {D} el
A-médulo de las derivaciones de 4 y {w} su A-médulo dual (el caso
que nos interesa en este trabajoespara K = R, A = A5y M = M3).

DEFINICION 3

Un tensor T,? (p-covariante, g-contravariante) sobre A con va-
lores en M es una aplicacién (p + ¢)-lineal de {D}? X {w}? en M.

Igual que en el caso ordinario, el conjunto de todos los tensores
{Tp"} de un mismo tipo (esto es, para p y ¢ fijos) es un A-médulo
respecto de las operaciones naturales de suma de tensores y de pro-
ducto de un tensor por un escalar.

DEFINICION 4

Sean M, M, y M; tres A-médulos con un producto bilineal
M X M,— M; que denotaremos por (e, ¢') —~ee’. Dados dos ten-
sores 1,7y T, con valores en My y M, respectivamente, llamaremos
producto tensorial 7, ® 7,° al tensor con valores en M siguiente:

qu ® T,s (Dl..., D,l..., W] «eey CU’I...) = qu (Dl-": wl...) T,,S (D’l..., w'l...)

EJEMPLOS

a) Sea My =A, My=M3=My AXM — M el producto defi-
nido por la estructura de médulo. Entonces resulta que el producto
tensorial de un tensor ordinario por un tensor con valores en M es un
tensor con valores en M.

b) Sea M| = M, M, = M* (médulo dual de M), M3 =4 y
M x M* -~ A la aplicacién (¢, w)— w (¢). Entonces resulta que el
producto tensorial de un tensor con valores en M por un tensor con
valores en M* es un tensor ordinario.

¢) Sea My = Hom, (M,M), My = M3;= M y Hom, (M, M) X
X M — M la aplicacién (7, ¢) — 7 (¢). Entonces resulta que el pro-
ducto tensorial de un tensor con valores en Hom, (M, M) por un
tensor con valores en M es un tensor con valores en M.
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Estos tres ejemplos de producto tensorial, en el caso M = M3,
serdn muy utilizados en los préximos capitulos.

La nocién de derivacion de Lig sobre los tensores con valores en
un médulo puede introducirse de un modo natural cuando, en dicho
médulo, tenemos previamente definida lo que vamos a llamar una
ley de derivacién.

DEFINICION 5

Una ley de derivacién en un A-médulo M es una aplicacién p :
D e {D} - pp e Homg (M, M) tal que:

Vpi+p, = Vb, + Vb,
Vap, = @ Vp,
Vp, (ae) = (Dya)e + app, e
donde aeAd, ee M y Dy, Dy e {D}.

Por ejemplo, si se considera 4 como A-mdédulo, entonces | defi-
nida por ppa = Da es una ley de derivacién en 4. A esta ley la
llamaremos derivacion candénica en A.

Vamos a ver ahora que conocida una ley de derivacién podemos
conocer todas las demads. En efecto, si y y ' son dos de tales leyes,
entonces (yp — 'p) (a¢) = a (pp — p'p) e. De aqui, teniendo en
cuenta que 7, ' € Homy ({D}, Homg (M, M)), resulta que y — ' €
Homy ({D}, Homy, (M, M)). Reciprocamente, si [y es una ley de deri-
vacién y » un elemento cualquiera de Hom, ({D}, Homy (M, M)),
entonces ' = 7 + % es una ley de derivacién.

La nocién de derivacién de Lig puede ser ahora introducida como
sigue.

DEFINICION 6

Sea [ una ley de derivacién en el 4-médulo M y {T,% el A-médulo
de los tensores p-covariantes, g-contravariantes sobre 4 con valores
en M. Llamaremos derivaciéon de LieE en {T,% a la aplicacién
L:D e {D}— L, e Homg ({T},%, {T»%), definida por

(LD qu) (Dl cee Dp, W7 .es wq) = VD qu (Dl .ee Dp, w1 ... Cl)q) —_
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?
— X TP’I (Dl [D, D,;:l DP’ Wy ... wq) _
i=1

— 3Ty (Dy ... Dy, @y Lp a5 ... )
=1

1=

Al tensor L, T, lo llamaremos derivada de IiE de T, respecto
de D.

La derivacién de L1g verifica las siguientes propiedades:
Ly T+TY=L, T+ L, T
Ly(@aT)=Da)T +al,T
Lpp(T)=LpT + Ly T
Lip(T)=2ALp T
donde
DD eD}, TT e{T)3 y LeK

Vamos a ver ahora la relacién que existe entre la derivacién de
IL1e y el producto tensorial.

Sean M, M, y Mj tres A-médulos con un producto bilineal
My X My—~ M3y pl, p2y p3 tres leyes de derivacién en M;, M,
v M5 respectivamente. Diremos que el producto es compatible con las
leyes de derivacién si:

73p (ee') = (plpe)e’ + e(p2pe’), para D e {D}, ee My y e € M,.

Por ejemplo, si en 4 definimos la ley de derivacién canénica, en
M* la ley de derivacién
y

(7pw) () = D(w () — o (Ppe) (w e M*y eeM)
y en Hom, (M, M) la ley de derivacién
(Vp7)(e) =vpv(e) —T(Vpe) (ve Homy (M, M) y e M),

entonces los tres productos bilineales 4 X M -~ M, M X M* - A
y Homy, (M, M) X M — M, considerados anteriormente, son com-
patibles con las correspondientes leyes de derivacién.
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Si ahora 1,7 y T, son dos tensores cualquiera con valores en
M, y M, respectivamente, y suponemos que el producto M; x M,
— M5 es compatible con las leyes de derivacién !, 2 y |73, entonces,
para toda D e {D}, se verifica:

Ly (T R@T)=LpTy" QT + Ty ® Lp T

Vamos a tratar ahora, siguiendo el mismo método, las formas di-
ferenciales.

DEFINICION 7

Una p-forma w, sobre 4 con valores en M es un tensor p-cova-
riante alternado, esto es, si s es una permutacién cualquiera de (1 ... p)
en (s; ... s,) entonces w, (Dy, ... D) = (signo de s) w, (D ... D).

A los elementos de M los llamaremos, por extensién, o-formas.
El conjunto {w,} de todas las p-formas es un submédulo del 4-médulo
{T,} de los tensores p-covariantes.

DEFINICION 8

Sean My, M, y Mj tres A-médulos con un producto bilineal
My X M, — M3, Dadas dos formas w, y w, con valores en M; y M,
respectivamente, llamaremos producto exterior w, A w, a la forma
con valores en Mj siguiente:

1 .
(w,, A (I)q) (Dl Df’-i—f]) = m X (Slgno de sik) wp (Dfl D]-p)

wq (Dg, ... Dy,)

(donde la suma se toma sobre todas las posibles particiones de
(1..p+qg) en(j,...75) v (By ... k), ¥ Sj es la permutacién (1... p+ q)
= (J1 - Jp Ry i RY)).

Por eiemplo, respecto de los productos bilineales 4 x M — M,
MxM*—>A y Hom, (M, M)XM — M ya considerados otras veces,
tenemos correspondientes nociones de producto exterior.

De la definicién dada de derivada de Lie de un tensor se sigue in-
mediatamente que la derivada de Lie Ly w de una forma w es también
una forma y que, dados tres mddulos M;, M,, M3 con leyes de deri-
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vacién y un producto bilineal compatible, entonces, si w, y w, son for-
mas con valores en M; y M, respectivamente, se verifica:

Lp(wp A wg) =Lpwy A\ wg+ wp A Lp

Sobre las formas con valores en un mdédulo podemos introducir
las nociones de produscto interior y difevenciacién exterior como en el
caso ordinario.

Para cada D € {D}, llamaremos producto interior i, sobre el
A-médulo {w,} al homomorfismo de {w,} en {w,_,} definido por
(ip wp) (Dy...Dy_y) = p w, (DDy ... D,_,), para p >0 e ip wg = 0.

El producto interior verifica las siguientes propiedades:
iD.,Ln’ =1p + ip
ZraD = aiD
LD‘ i])r — ’Z:D'. LD = i[D,D']
donde
aeA y D,De{D}

Dados tres médulos My, M,, M5 con leyes de derivacién y un
1, M, M3

producto bilineal compatible, entonces, si w, y w, son formas con va-

lores en M| y M, respectivamente, se verifica:

iy (wp N\ ) = (Ip wp) A w4+ (— 1)P w, A 1p o,

Llamaremos diferenciacion exterior sobre el A-médulo {w,} a la
aplicacién K-lineal d : {w,} — {w,,,} definida por:

(dwy) (Dy .. Dy) = ——

p+1:

M~

(— 1) i (wp (Dg .. D; ... D)) +

0

1 . A A
o e (— 1)"*i w, ([Ds, Dj] Dy ... D; .. D; ... Dy)

donde el signo A significa que se omite el término correspondiente.
Dados tres médulos My, M,, M3 con leyes de derivacién y un



Geometria simplectica en la teoria cldsica de campos 89

producto bilineal compatible, entonces, si w, y w, son formas con
valores en M y M, respectivamente, se verifica:

d(wp N\ o) = (dwp) A 0, + (— 1)? wp A do,

Las nociones de producto interior, diferenciacién exterior y deri-
vacién de LIE estdn relacionadas por la importante férmula:

Lp=1pd + dip

Segtn es bien sabido, la diferenciacién exterior en el dlgebra de
las formas diferenciales ordinarias sobre una variedad verifica d2 = 0.
Para las formas con valores en un médulo esto deja de ser cierto en
general. Por ejemplo, dada una o-forma o, tendremos:

d?2 0o (D, D') = pp (dwg) (D') — pp (dwg) (D) — (dwo) ([D, D']) =
= VnFp ®o — Vi Vp Wy — Vip,py w9 7 0

Llamando K (D, D') = yp yp» — Vo' Vp — Aip,p1, se comprueba
inmediatamente que K (D, D’) es un A-endomorfismo de M. Por
otra parte, se verifica:

K (D,D")y = K (D', D)
KD+ D',D")= K (D,D")+ K(D'D")
K (aD,D’) = aK (D, D")
Entonces K es una 2-forma sobre A con valores en el A-médulo:

Hom, (M, M).

DEFINICION 9

A la 2-forma K la llamaremos forma de curvatura de la ley de
derivacién .

En el caso particular de ser M = 4 y  la ley de derivacién
canénica, entonces resulta:

K (D,D"Ya = DD'a — D' Da — [D,D"]a = 0

Los siguientes resultados (cuya demostracién puede verse en
[3] Ch. 1) son de mucha importancia en las aplicaciones.
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LpLpw —Lp Lpw=Lppro+ K(D,D')w
Lpdow —dLlpw = (ip K) \ @
BRo=KA\ow dKk=0

(el producto exterior A que aparece es el correspondiente al producto
bilineal Hom, (M, M) X M — M otras veces citado).

Para terminar este estudio sobre formas con valores en un médulo
vamos a analizar las relaciones entre las derivaciones de LIg, dife-
renciaciones exteriores, etc., correspondientes a dos leyes de deri-
vacién sobre el mismo médulo.

Segtin ya hemos visto, si  y |’ son dos leyes de derivacién en el
A-médulo M, entonces existe un 4 € Homy ({D}, Hom, (M, M)) tal
que ' = + h. Denotando la derivacién de LiE, diferenciacién
exterior, etc., correspondientes a ' por L', d’, etc., se tienen las
siguientes relaciones:

L'po=Lpw+ h(D)w
dw=do+h A\ w
K =K-+hAh4dh

(el producto exterior A que aparece es el correspondiente al producto
bilineal Hom, (M, M) x Homy, (M, M) - Homy (M, M) definido por
el producto usual de A-endomorfismos).

Como ya dijimos al comienzo de esta seccién nos interesa aplicar
lo desarrollado aqui al caso particular en que A4 es el dlgebra Az de
las funciones diferenciables de B y M es el A5 -mébdulo Mz de las
aplicaciones diferenciables F, de B en B, tales que . F = 7. Vamos
a ver ahora como, en este caso, podemos expresar todos los resultados
obtenidos en términos de coordenadas locales.

Si ¢1... ¢" son n secciones de B, definidas en un abierto Uc V
y tales que, para todo abierto U’ c¢ U, ¢!y ... ¢"y- es una base de
My sobre Ay, entonces las n aplicaciones F; = ¢/. 7z (j =1 ... n)
definen una base de M = (M%)7-1(y, sobre A = (A5) z—1(v) - Enton-
ces, todo elemento F ¢ M viene definido por una combinacién lineal
F=2Xf; F; donde f; ¢ A, todo tensor T,? con valores en M viene

definido por Ty = £ T;. F; donde los T;

;, son tensores ordinarios y

el producto se tomya respecto del producto bilineal 4 x M - M
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definido por la estructura de médulo y toda forma w, con valores en
M viene definida por w, = X ;. F; donde las w; son formas ordina-

rias y el producto se toma 7en el sentido anterior.

Por ejemplo, si en 7! (U) tenemos un sistema de coordenadas
locales canénicas (x; 2; p;;) tal que, las secciones ¢! ... ¢" que inter-
vienen en su definicién son, precisamente, las que definen las apli-
caciones I7; (en lo que sigue expresaremos brevemente esto diciendo
que (F,) esla base de M inducida por (¥; z; pi;)), entonces la 1-forma
canénica 0 de B toma la expresién:

6 = 2 6,‘ . Fj
7
donde las 1-formas ordinarias 6; son 0; = dz; — X' p;; dx;.

_ Sea ahora p una ley de derivacién en M y (D;) una base del
A-médulo de las derivaciones de A. Sea:

[7D,;F7'=ZF}’,',-F;,, .Fh,',-EZ
h

Entonces, las funciones I;; determinan completamente la ley
de derivacién. Reciprocamente, dadas I'";; € A, definiendo p; F para
F =X f; F; por la férmula:

i

voi F =2 D:ify) Fi+ Z i I Fa
7 7

y extendiendo | a {D} por linealidad, obtenemos una ley de deri-
vacién.

A partir de estas observaciones y aplicando las reglas del calculo
tensorial, podemos hallar ficilmente las expresiones en coordenadas
locales de todos los resultados obtenidos.

Si sobre el fibrado B tenemos una conexién podemos definir una
ley de derivacién | en el Ag-médulo Mz, a partir de la conexién,
procediendo como sigue. Sea D, un vector tangente a B en un punto
pe By F un elemento de M3. Llamaremos derivada D, F de F
respecto de D, al elemento dnico de la fibra E, de B (x = = (p)) tal
que, para toda funcién diferenciable f de B, lineal sobre las fibras,
se verifica la condicién:

f Dy F) = D, (f - F) — (p: 9/*) F (P)
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donde ¢/* es la seccién transversal del fibrado B* dual de B definida
por la condicién ¢;* (x) (P) = f(P) (P e B, x == (P)) y donde y es la
derivacién covariante definida por la conexién. A partir de este con-
cepto podemos definir ahora una ley de derivacién | en el 45-médulo
M por la férmula (pp F) (p) = D, F. En términos de un sistema de
coordenadas locales candnicas (x; z; pi;) esta ley de derivacién viene
definida por 5 F;=2I"; Fyypas Fr=y 5 F,=0, donde las
o h 82 D
I, son los simbolos de CHRISTOFFEL de 1a conex;én. En todo lo que
sigue, siempre que hablemos de una ley de derivacién en el 45-médulo
M7% nos referiremos a este tipo especial de ley de derivacién definida
por una conexién de B.

Para terminar, vamos a introducir una nueva nocién de producto
interior que utilizaremos mucho en lo que sigue:

Sean My, M,, M3 tres Ag-médulos (de los Aw, Mg, M*5 y
Hom-,5 (M3, Mz)) con un producto bilineal M; X M, -~ M3 y D
y w, un tensor l-contravariante y una p-forma con valores en
M,y M,, respectivamente, Dado un abierto U c B con coordena-
das locales (x;), sea (D;) la base inducida en el (4F)y-médulo de las
derivaciones de (A%)y v (w;) la base dual correspondiente. Llamare-
mos producto interior (ip w,)y a la (p — 1)-forma sobre (4F)y con
valores en (M3)y definida por la férmula:

(ip wp)u (D ... 5#—1) = P?D (@) @ (D;, Dy ... Dy_,)

para p >0, e (ip wg)y = 0. Se demuestra ficilmente que (ip w,)y es
independiente del sistema de coordenadas locales (x;) escogido.
Pues bien, llamaremos ahora producto interior ip w, a la (p—1)
-forma sobre Ag con valores en M3, tinica, tal que, para todo U c B
del tipo anterior, su restriccién a U coincide con (ip w,)y -

Las propiedades de este nuevo producto interior son las mismas
que las de los hasta ahora considerados con los naturales cambios.
Asi por ejemplo, la aplicacién 4y : {w,} — {w,_;} es un homomorfismo
del Ax-médulo de las p-formas con valores en M, en el Ax-mébdulo
de las (p—1) -formas con valores en Mj.

1.3 Transformaciones infinitesimales de contacto gemeralizadas

DEFINICION 10

Diremos que un campo vectorial D sobre B es una transformacién
‘infinitesimal de contacto generalizada (abreviadamente t.i.c.g.)
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cuando, para toda ley de derivacién en el A3 -médulo M3, se veri-
fica Ly 6 = f6, donde f e Hom,y (M35, M3). '

LEMA 2

Un campo vectorial D sobre B es una ti.c.g. si se verifica:
Ly 6= f0, fe Hom,5 (M3, M%), para una ley de derivacién en Mz.

DEMOSTRACION

Basta observar que si L's es la derivacién de LiE, respecto de

D, correspondiente a otra ley de derivacién en M3z, entonces se
verifica L's = Ly + kg, siendo Ap € Hom,y (M3, M%).

c.q.d.

El siguiente teorema constituye, para los campos vectoriales
sobre B, lo andlogo al Teorema 1 para las secciones transversales.

TEOREMA 3

Para cada campo vectorial D del fibrado B 7# V, existe una
y s6lo una ti.c.g. D tal que p (D) = D.

DEMOSTRACION

Bastard probar que, respecto de una ley de derivacién en M, el
sistema de ecuaciones Ly 0 = f0, p (D) = D, en las incégnitas D y
f, tiene una solucién tinica sobre p~! (U), donde U es el abierto de
B sobre el que estd definido el campo vectorial D.

Sea U’ un abierto de p~! (U) con coordenadas locales candnicas
(%; 2 pi) v (F;) 1a base inducida en (M3)y por dichas coordenadas.

Tendremos:

L560 = L5 20;. F; =2 (Lp 6;. F; + 0;. Ly F;) = 2 (Lp 6; +

7 1

i

+;\:ajh0h)- F;

Segiin esto, la condicién Lp 0 = f0 implica que se verifique
Ly 6; = 2 b, 05, donde bj; € (AF)y-. Por otra parte, la condicién
3

p (D) = D implica que, para toda funcién diferenciable f(x; z),
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se verifique D f (x;, z) = D f (%; z). A partir de aqui, teniendo en
cuenta que 6; = dz; — X' p; dx;, resulta

ﬁDZ,'
92;,

oD x,
dz;,

bi" ==

c)ka_i_dDZj + by i

— X b
¢I§" 2 %; 9 x; h

yﬁ?ii = f]"ki

Esto demuestra que, sobre U’, existe una solucién dnica (D—AUr, fv)
del sistema de ecuaciones L5 6 = f6, p (D) = D.

Sean ahora D y f el campo vectorial y el homomorfismo tnicos
tales que, para todo U’ c p~! (U) del tipo anterior, sus restricciones
a U’, coincidan con Dy y f,' respectivamente. Entonces (D, f) es la
solucién tnica, sobre p~! (U), del sistema de ecuaciones considerado.

c.q.d.

A D la llamaremos subida canénica de D a B.

De especial importancia son las subidas canénicas de los campos
vectoriales de B que se proyectan por z en la derivacién nula de V,
a estas ti.c.g. las llamaremos verticales.
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2

FORMULACION VARIACIONAIL GLOBAI,
DE LA TEORIA CLASICA DE CAMPOS

2.1 El problema variacional en la teoria de campos

La noci6én de campo, en el sentido de sistema fisico definido por
- una cierta lagrangiana, puede ser formalizada desde un punto de
vista global del modo siguiente.

Sea V una variedad de dimensién m dotada de una m-forma w,
distinta de cero en todos los puntos de V, que en lo que sigue llama-
remos elemento de volumen de V.

DEFINICION 1

Un campo sobre V es una pareja de un fibrado vectorial B =, V
sobre V y una funcién diferenciable £ del fibrado B #. V de las
aproximaciones tangente de las secciones de B. AV, B, By L los
llamaremos, espacio base, espacio de configuracion, espacio de los
estados 'y lagrangiana del campo, respectivamente.

A partir de esta nocién podemos plantear un problema variacional
como sigue,

El elemento de volumen w de V puede inyectarse por z* (inyec-
cién transpuesta de la proyeccién 7) en el algebra de las formas dife-
renciales de B. Entonces tiene sentido considerar sobre B la m-forma
L w. Esto nos permite definir sobre el conjunto {¢} de las secciones
transversales de B una funcién real L por la férmula:

L(¢)=£Ew,¢e{¢}

donde ¢ es la subida candnica de ¢ a B y donde se supone que ¢ es
tal que la integral existe (¥).
Si ahora D es un campo vectorial sobre B, podemos introducir la

(*) La integral se extiende a la imagen de § Emplearemos la misma notacién
para expresar ¢ y su imagen por simplificar.
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nocién de derivada DL de la funcién L respecto del campo D, como
la funcién real sobre {¢} definida por la férmula:

(DL) (¢) =%’ Ly (L), ¢ e {4}

donde D es la subida canénica de D a B y donde se supone que Dy ¢
son tales que la integral existe.

De especial importancia es el caso particular en que el campo D
es a soporte compacto. En este caso (DL) (¢) existe siempre para
toda ¢ € {¢}.

Podemos introducir, ahora, una nocién de estacionaridad como

sigue.
Para cada ¢ € {§} sea wy la funcional lineal D e {D} — (DL) (¢)

sobre el espacio vectorial {D} de los campos de B a soporte compacto.

DEFINICION 2

Diremos que una seccién transversal ¢ del fibrado B es estacio-
naria cuando wg = 0.

El problema fundamental es ahora, caracterizar por medio de
algiin tipo de ecuaciones (globales) las secciones estacionarias.

Los elementos béasicos a partir de los cuales vamos a obtener
tales ecuaciones son una o-forma F y una (m-1)-forma 2 sobre A3,
con valores en M% , definidas del modo siguiente.

TEOREMA 1

Dada una ley de derivacién | en el Ag-médulo M3, existen una
o-forma F y una (m-1)-forma £ sobre A con valores en M %, tnicas,

tales que:

ﬂ) 7f,yw=.Q
b) ixdf -+ dL— Ff

(donde X es un tensor 1-contravariante sobre Az con valores en M %,
donde la diferenciacién exterior se toma respecto de la ley de deriva-
cién dada y donde los productos de @) y &) se toman respecto de los
productos bilineales M X Az —u’ll% y M % X Mz — Azp, definidos
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por la estructura de médulo y por la nocién de dualidad, respectiva-
mente).

DEMOSTRACION

Sea U un abierto cualquiera de B con coordenadas locales cané-
nicas (¥; z; p,;;). Sea (F,) la base inducida en (M3z)y por dichas coor-
denadas y (F;*) su correspondiente base dual. La restriccién a U de
a0 seré:

7

40 =dZ0;F, = Xd(0;F;) = X (d0;F;, — 0; A\ dF;) = Zd0; F; —
i i i

— 207 /\ 2 (I”’,-,-dx,-) Fh = (d 6;, — 2]"',’7' 0/ /\ dx,) .F;,
i hi ij

h

donde las funciones I vienen definidas por o Fi= %‘ I Frpy
. 0
donde hemos tenido en cuenta que, por la condicién impuesta a y,

se verifica p 5 Iy =p 5 F,=0.
o opii
Si Xy =2 X; F,;* es un tensor l-contravariante sobre (43)y con

1
valores en (M%)y, tendremos entonces:

i_,\"u a0 = 7? (i,\’h dO;, — iZ’;Fi,'h [01 (X],) d;\fi — (X], xi) OJI)

Por otra parte, si Fy = X' f; F;* es un elemento de (M%) , ten-
dremos Fy 6 = 2f; 6;.
7

Sustituyendo ahora iy, d0 y Fy 0 en b) y llamando Qy = ix, o,
obtenemos una expresién local, sobre U, del sistema de ecuaciones
tensoriales a) y b) en las incégnitas Xy, Fyy Qy.

. 0 0 .
Aplicando ahora b) a los campos —- y 2., sucesivamente, se ob-

ap,-]- az,»
. 0 ) , ) )
tiene dx; (X;) = — oL y fi = oL 2y £ Por otra parte, apli-
6_@“ 0 2 hi 0 j)ih

0 . .
cando, de nuevo, b) a los campos —, se obtiene un sistema de ecua-
i
ciones compatible en las incignitas restantes. De aqui se sigue, te-
niendo en cuenta que para determinar 2y sélo hace falta conocer
dx; (X;), que el sistema de ecuaciones a) y b) determina univoca-

mente Fy v Q.

7 — Collectanea Mathematica
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Si ahora llamamos F y Q a las formas sobre A5 con valores en

%, Unicas, tales que, para todo abierto U del tipo anterior, sus res-

tricciones a U sean Fy y 2y respectivamente, entonces dichas formas
son las tunicas que satisfacen las condiciones del Teorema.

c.q.d.

OBSERVACION

Por la construccién seguida, la (m-1)-forma 2 no depende de la
ley de derivacién [y dada en M3. Esta observacién serd fundamental
en las préximas secciones.

2.2 Férmula fundamental de variacion

La férmula que vamos a establecer a continuacién constituira
el fundamento de las demostraciones de los més importantes teoremas
de las préximas secciones.

TEOREMA 2 (férmula fundamental de variacién)

Sea ¢ una seccién transversal y D un campo vectorial del fibrado
B, ¢ y D las subidas canénicas a B de ¢ y D, respectivamente, y
F y Q las formas diferenciales definidas por el Teorema 1. Entonces,
sobre la imagen de ¢, se verifica:

L5 (Low)=0(D) @2+ Fw)—4d (0 (D) 2 —i5 L w)
(donde 4 Q2 se toma respecto de la ley de derivacién | a partir de la
que se definen F y 2 y donde los productos tensoriales se toman res-
pecto del producto bilineal M5 X M3 — A% definido por la nocién
de dualidad).

DEMOSTRACION

Todas las derivaciones de Lig y diferenciaciones exteriores que
hagamos a continuacién se tomaran respecto de la ley de derivacién
a partir de la que se definen F y £.

Vamos a probar el Teorema, primeramente, para el caso en que
7 (D) = 0. Entonces D es una t.i.c.g. vertical y tendremos:

I (Lo)y=DLw=@@LDo
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Aplicando la b) del Teorema 1 al campo D tendremos:
(1) (ixd0)D + (dL)D = (F6)D

Por otra parte, puesto que D esuna t.i.c.g., L5 0 = i5d 0+ di5 0 =
= A6, y multiplicando interiormente por X tendremos:

@) . ixi5 d0 + ix dig 0 = ix AO

Sumando (1) y (2), teniendo en cuenta que por la definicién dada
de producto interior iy se verifica iy i5 d0 = — 75 1x d 0, se sigue
(@L)D = —ixdi5 6 + (F60)D + ix A6, y multiplicando por el ele-
mento de volumen tendremos:

() Ls(Lw)=—(xd8(D) o+ Fo(D) o+ (ix46) o

Del término (ix d0 (D)) w podemos obtener otra expresién proce-
diendo como sigue.

Multiplicando exteriormente por w la igualdad 1546 - di5 0 =
= A6, teniendo en cuenta que 75 40 A\ w = 0 por ser D vertical, se
sigue 40 (D) A w = A 0 A o. Aplicando ix a esta igualdad, teniendo
en cuenta la a) del Teorema 1, obtendremos:

(ixd0 (D) w —d6 (D) A R =1ix (A0 A w)

Aplicando ahora las férmulas de la diferencial exterior y del pro-
ducto interior ¢y de un producto y sustituyendo en (3) resulta final-
mente:

4) L5 (Lw)=6(D) @R+ Fo) —d(6(D)2) + 40 A Q

Si se restringe (4) a la imagen de ¢, el dltimo término se anula por
la definicién de la subida canénica ¢ de ¢ a B. Esto prueba el Teorema
para este caso.

Consideremos ahora el caso general en que = (D) £ 0. Entonces
tendremos:

I3 (Lw)=DLw+Llsw

El campo D podemos descomponerlo en la suma D = D, + D,
de dos campos D y D, tales que: n(D;) = 0 y D, restringible a la
imagen de ¢. Entonces, si D, y D, son las subidas candnicas a B de
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Dy y D,, respectivamente, se verifica que D = Dy + D,, D; esuna
t.i.c.g. vertical y D, es restringible a la imagen de ¢. Entonces:

Ly (Lo)= D1 Do+ D L)oo+ L Lo

Aplicando a D el resultado (4), obtenido anteriormente, tendremos:

D1L)o=0(D;) @2+ Fo) —d (0 (D)) Q) + 4,0 A 2
Por otra parte, se verifica:

DyL) o + L Lsyw = Lpy (Lw) =i5,d (Lo) + diss Lo
Entonces queda finalmente:

L5 (Lw)=6(Dy) @R+ Fo) —d (0 (D) 2 —izs L o) +

+ 410 A 2+ 15,4 (L o)

Ahora bien, por ser 51 vertical se verifica 715, Lw = 75 L .
Por otra parte, al restringir la férmula anterior a la imagen de ¢
tendremos, que A; 6 A 2 se anula por definicién de $, que 1524 (L w)
también se anula por ser D, tangente a la imagen de ¢, y que
6 (D,) = 0 (D) por ser D, tangente a la imagen de ¢. Esto prueba
el Teorema en el caso general.

c.q.d.

2.3 Ecuaciones de EULER-LAGRANGE y Teorema de E. NOETHER
globales

Consideremos la m-forma 4 2 4+ F w sobre A% con valores en Mig
canénicamente definida a partir de la lagrangiana £ del campo y de
una ley de derivacién |y en M5.

Las secciones estacionarias en el sentido de la Definicién 2 pueden
ser ahora caracterizadas como sigue.

TEOREMA 3 (ecuaciones de EULER-LLAGRANGE globales)

Una condicién necesaria y suficiente para que una seccién trans-
versal ¢ del fibrado B sea estacionaria es que se verifique:

@2+ Fw); =0

(donde ¢ es la subida canénica de ¢ a B).
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DEMOSTRACION

La condicién es necesaria. En efecto, supongamos wy == 0. Sea U
un abierto arbitrario de B con coordenadas locales canénicas (x; z; pi;),
tal que U nimg ¢ # @ (el vacio). Sea (F;) la base inducida en (M3)y
por dichas coordenadas y (F;*) su correspondiente base dual. Si D; =
- ;( a"’ ) (i =1..m), entonces (42 + Fw) (D, ... D,) = X f; Fy*,

X; 7
donde las f; son funciones diferenciables sobre la subvariedad U n img
E. Sea ahora C una cadena diferenciable m-dimensional de = (U),
y D un campo vectorial arbitrario de B, de soporte compactc K, tal
que, p71(K) nimg 4 € 4(C) vy p~' (K) n ¢ (8C) = ®. Aplicando
la férmula fundamental de variacién tendremos:

0=wsD)= L (Lw)=[f (Lw=

¢ % (€
=L 6D)dR+Fow)=f 26D fio
$ (C) $ (C) 7

Usando ahora la arbitrariedad de D y aplicando el Lema funda-
mental del Calculo de variaciones clasico resulta f; = 0 en el interior
de 4 (C) y por tanto (@2 + F ®)ing(c, = 0. Usando ahora la arbi-
trariedad de U resulta finalmente (42 + F w)g = 0.

La condicién es suficiente. En efecto, supongamos (4 2 +Fw); =0.
Sea D un campo vectorial arbitrario de B de soporte compacto K.
Sea C una cadena diferenciable m-dimensional de ¥V tal que: 7! (K) n
nimg ¢c ¢(C) y p~* (K) n ¢ (9C) = ®. Aplicando la férmula fun-
damental de variacién tendremos:

wg D) =[L5(Lo)=[f Lp(Low)=J 0(D)@R+ Fw)=0
[ $(C) $(C)

y usando ahora la arbitrariedad de D resulta wy = 0.

c.q.d.

Si se halla 1a expresién de las ecuaciones globales obtenidas, en un
sistema de coordenadas locales candnicas y respecto de una ley de de-
rivacién con simbolos de CHRISTOFFEL nulos, resultan las bien conoci-
das ecuaciones de EULER-LAGRANGE del Célculo de variaciones clésico.

En efecto, sea U un abierto de B con coordenadas locales cané-
nicas (¥; 2 pij), (F;) la base inducida en (MF)y por dichas coordena-
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das y (¥;*) su correspondiente base dual. Un sencillo célculo local
nos proporciona F =2 f; F;* Q=X 0; F;*ydQ =X d Q; F*,
donde: 1 7 ]

oL

22

f]'=

m . aE A
Q] == ] §l (_ ])1, —a—— dxl /\ e /\ dx'l, A . /\ dxﬂi

0 0 . . qs
————) y donde el signo A indica que se su-
axl axm

prime el término que est4 debajo).

(donde J — w(

Si ¢ es ahora una seccién transversal del fibrado B, definida sobre
7 (U) por las ecuaciones z; = z; (¥;), entonces la anulacién ded Q2 4 F o
sobre su subida canénica ¢ (que viene definida por las ecuaciones

02; . s 2 -
z; = 2 (%,), pij = Tx’) equivale a la anulacién sobre ¢ de las m-for-
i

mas ordinarias d£;

O sea:

pﬁ.z_aﬁya_ﬁ_ _zi(ﬁ)_lzﬂ L,
opi ) Ji ox; opy

éx; 0z i 0x;
que son las ecuaciones de EULER-LAGRANGE del Célculo de varia-
ciones clasico para una densidad de volumen [ variable.
~ Para terminar esta seccién vamos a formular globalmente, la
nocién de problema variacional invariante por un grupo de LI
v a establecer el Teorema de E. NOETHER relativo a tales problemas
invariantes.

Sea G un grupo de LIiE que opera sobre el fibrado B por auto-
morfismos de la estructura de fibrado vectorial. Todo elemento a de
su algebra de Ia1E Ag define entonces, del modo bien conocido, un
campo vectorial D, sobre B. Si D, es la subida canénica de D, a B,
tenemos entonces la inyeccién lineal @ € Ag — D, de A en el espacio
de los campos vectoriales sobre B.

DrrINICION 3

Diremos que un campo de lagrangiana L es invariante por un
grupo de LiE G, que opera sobre el fibrado B por automorfismos de
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fibrado vectorial, cuando, para todo elemento a de su 4lgebra de LiE
Ag, existe una (m-1)-forma w, tal que Ly, (L w) = dw, .

Consideremos un campo invariante en el sentido de la definicién
anterior y sea 7; la aplicacién del dlgebra de Lie A en el lgebra
de las formas diferenciales sobre B, definida por:

6:a€dc—0(D,) 2 —i5. Lo — w,

Aplicando ahora la férmula fundamental de variacién resulta
inmediato el siguiente:

TEOREMA 4 (de E. NOETHER global)

Para toda seccién transversal estacionaria ¢ del fibrado B y
todo elemento a del 4lgebra de Lie Ag, se verifica (dzg(a))g = 0.
O lo que es equivalente, para toda cadena diferenciable C, de dimen-
sién m, de V, se verifica:

_f 76 (@) =0
é (9C)

Los valores que toma la aplicacién 7; constituyen la versién
global de los tan llamados tnvariantes de E. NoETHER del Calculo
de variaciones clésico.

OBSERVACION

Puesto que la (m-1)-forma 2 sélo depende del campo dado (ob-
servacion de la seccién 2.1), los invariantes de E. NOETHER son no-
ciones canénicamente asociadas al campo dado y al grupo de inva-
rianza.
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FORMUILACION SIMPLECTICA GLOBAL DE LA TEORIA
CLASICA DE CAMPOS

3.1 Geometria simpléctica y dindmica analitica

Supongamos que la variedad V es la recta real R, que interpre-
taremos como el dominio de la variable ¢ del fzempo, y que el elemento
de volumen w de V es la 1-forma d¢. Sea B *, R un fibrado vectorial
de dimensién # sobre R y L una funcién diferenciable real del fibrado
B . R de las aproximaciones tangente de las secciones transver-
sales de B.

Al campo sobre R (definicién 1 del n.° 2) definido por la pareja
(B, L) lo llamaremos un sistema dindmico de espacio-tiempo de con-
figuracién B, espacio de estados B y lagrangiana L.

Aplicando a este caso la teorfa general del n.° 2 obtenemos una
expresién intrinseca de la formulacién lagrangiana de la dindmica
analitica. Vamos a ver cémo se puede obtener, en este esquema, la
formulacién hamiltoniana.

Sea G un grupo uniparamétrico de automorfismos del fibrado
B =, R tal que, el grupo G, inducido por G sobre R coincide con el
grupo uniparamétrico de las translaciones de la recta real R. Sea
D, el campo vectorial definido sobre B por el elemento del 4lgebra
de L1e A; de G que se proyecta por x en el campo vectorial canénico

—::—t de R y D, la subida canénica de D, a B.

DEFINICION 1

Diremos que un sistema dindmico (B, L) es conservativo respecto
del grupo G cuando se verifique que Lp, (£ df) = 0. Al invariante
de E. NoOETHER correspondiente a -D, e A; lo llamaremos hamil-
tonzana del sistema y lo denotaremos por H.

En toda esta seccién supondremos que el sistema dindmico con-
siderado es conservativo en el sentido acabado de definir.

Dado un instante cualquiera ¢ € R, sea E* la fibra 77! (t) de B y H!
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y ', las restricciones respectivas a E’ de la hamiltoniana H y la
2-forma w, = dw; donde w; = 002 — L dt.

DEFINICION 2

Llamaremos ecuaciones de HamirroN del sistema dindmico en
un punto P ¢ E* a la pareja (z,, (dH'),) de la aplicacién lineal 7 :
:D e E'Yy —>ip o'y € EY¥ y la diferencial (4HY), € E',*. Llamaremos
solucion de dichas ecuaciones a todo vector D € E?, tal que 7,(D) =
— — (dHY),

En general, las ecuaciones de Hamrrrox asi definidas no tienen
por qué ser compatibles para todo punto P ¢ E* (esto es, que exista
un vector D ¢ EY, tal que 7, (D) = — (dH"),). Este hecho constituye
el tan llamado problema de las ligaduras secundarias (en el sentido
de BERGMANN-DIRAC) del sistema dindmico, al cual vamos a darle
una solucién intrinseca, procediendo como sigue.

Sea V; el conjunto de todos los puntos P € E* en los cuales las
ecuaciones de HAMILTON son compatibles y supongamos que Vi es
una subvariedad de E'. Restringiendo H y w, a V| podemos definir
las ecuaciones de HAMILTON sobre V'; igual a como se definieron sobre
E* por la Definicién 2. Sea V, el conjunto de todos los puntos P € V;
en los cuales las ecuaciones de Hamrrron sobre V' son compatibles
y supongamos que V, es una subvariedad de V';. Restringiendo H y
w, a V, podemos definir las ecuaciones de HAMmLroN sobre V, como
anteriormente y continuar el mismo razonamiento. De este modo
se obtiene una cadena (necesariamente finita) de subvariedades de E*:

E'D2V,2V,2..2V

Designando por H y w;, las restricciones a la subvariedad V de
H'y o'y respectivamente, obtenemos la siguiente estructura: una va-
riedad diferenciable ¥V, una funcién diferenciable H de V y una
2-forma w, de V cerrada. Sean {D} y {w} los conjuntos de los campos
vectoriales y los campos de diferenciales de V, respectivamente.

DEFINICION 3

Llamaremos ecuaciones de Hamirrox del sistema dindmico,
sobre V, a la pareja (z, 4H) de la aplicacién 7 : D € {D} — ip w, € {w}
v la 1-forma dH € {w}. Llamaremos solucion de dichas ecuaciones
a todo campo vectorial D tal que 7 (D) = — dH.
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De la construccién de V se sigue que las ecuaciones de HAMILTON
asi definidas tienen por lo menos una solucién. Esto resuelve el pro-
blema de la compatibilidad de dichas ecuaciones.

En general, debido a que la 2-forma w, no tiene porqué ser irre-
ducible en todos los puntos de V, estas ecuaciones tendran mas de
una solucién, lo cual es muy insatisfactorio desde el punto de vista
del tipo de determinismo que se quiere en dindmica clasica. Esto hace
natural plantearse el siguiente problema: ;se puede modificar en
algtin sentido la teoria general con el fin de obtener unas ecuaciones
de HamirroN con solucién dnica? Este es el tan llamado problema
de las ligaduras primarias o gauges del sistema dindmico, al cual
vamos a darle una solucién intrinseca procediendo como sigue.

Sea rad w, el conjunto de los campos vectoriales D e {D} tales
que ip wy = 0. rad w, define sobre V la distribucién P € V — rad (wy)»
que supondremos es totalmente integrable. Entonces, por cada punto
P ¢V pasa una y s6lo una subvariedad integral méaxima Sp de rad
wy. Esto nos permite definir sobre V una relacién de equivalencia
R diciendo que dos puntos Py P, de V' son equivalentes si Sp, = Sp,.
Sea V el conjunto cociente de V respecto de R y supongamos que V
estd dotado de una estructura diferenciable, respecto de la cual,
la proyeccién canénica z: V — V es diferenciable.

TEOREMA 1

H y w, son proyectables por # y la proyeccién de w, es irreducible
en todos los puntos de V.

DEMOSTRACION

Es evidente, por la construccién de =, que w, es proyectable por
7 'y que su proyeccién es irreducible en todos los puntos de V. Vamos
a probar que H es también proyectable por z. En efecto, sea X un
campo vectorial de V tal que iy w; = dH (que siempre existe por la
construccién de V), entonces, para todo D erad w,, se tiene:

DH = il)dH:iDinZ‘: — (iD(Dz)X= 0
c.q.d.

Designando ahora por H y @, las proyecciones sobre la variedad V
de H y w, respectivamente, obtenemos la siguiente estructura: una
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variedad diferenciable ¥, una funcién diferenciable H de V y una
2-forma @, de V cerrada e irreducible en todos los puntos de V. Sobre
V podemos definir ahora las ecuaciones de Hamirrox de igual forma
a como se definieron sobre V' por la Definicién 3. Por ser w, irredu-
cible en todos los puntos de V las nuevas ecuaciones tienen una so-
lucién tnica. Esto resuelve el problema que nos habiamos propuesto.

La 2-forma @, dota a ¥V de una estructura de variedad simpléc-
tica. Los puntos y las funciones de ¥V se denominan estados y obser-
vables del sistema dindmico, respectivamente, y las curvas de v,
tangentes al campo vectorial D solucién tinica de las ecuaciones de
HawMInTON, se denominan #rayectorias del sistema dindmico.

Llegado aqui, el problema fundamental es ahora: ver qué relacién
existe entre las ecuaciones de HAMILTON y las secciones transversales
estacionarias de la formulacién variacional. El Teorema que vamos
a enunciar seguidamente tiene por objeto precisar esta relacién.

TEOREMA 2 (o fundamental de la dindmica analitica)

Sea G el grupo uniparamétrico globalmente asociado al campo
vectorial D, de B; {D}y el conjunto de las soluciones de las ecuaciones
de HamirtoN del sistema dindmico sobre V; y I' la distribucién sobre
G (V) generada por el conjunto de campos vectoriales: {G (D + D,)}
donde D € {D}y. Entonces: una condicién necesaria y suficiente para
que una seccién transversal ¢ del fibrado B sea estacionaria, es que la
imagen de su subida canénica ¢ sea una curva solucién de la distri-
bucién I'(*).

La demostracién de este Teorema la vamos a basar en dos Lemas
previos.

LEMA 1
Ls v, =0

DEMOSTRACION

Sea |7 una ley de derivacién en el 4Ag-médulo Mz y K la forma
de curvatura de p. Tomando todas las nociones y calculos que

J

(*) Por G (V) designamos la subvariedad de B ’ que se obtiene aplicando
a V todas las transformaciones de G y por G (D - 12 ) designamos los campos

sobre G (V) que se obtienen prolongando los D +- D, (sobre ) por el grupo
uniparamétrico G.
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dependen de una ley de derivacién, respecto de |, tendremos:
(1) Lpiowy=L5, (02— Ldt)=(Lp,0) 246 L5, 2=(40)2+0 L5, 2

pues por ser D, una ti.c.g. L5, 0 = A 0 y por tratarse de un sistema
dindmico conservativo Lp, (L df) = 0.

Por otra parte, segtin sabemos, £2 verifica las ecuaciones i1y di = Q
y ixd0+dL = F0. Aplicando ahora Ly, a dichas ecuaciones ten-
dremos:

(2) i5xdt = Lg, Q
3) tgx 40 + ixL5:d0 = (L F) 0 + F (4 0)
Ahora bien:
Lyid0 = i5d20 + diyd = i5: (K N\ 0) +d (A6 — di 0) =
=in(KAN0)+d(40) — Kiz,0 = (5 K) N0 +dA N\ 0+ Ad6
de donde
ix L5z d0 = (ix 15, K)0 — (5 K) ix 0 + (ixdA) 0 — dAix 6 + Aix db

Sustituyendo este resultado en (3) y aplicando la igualdad ob-
tenida a los campos vectoriales D de B tales que p(D) = 0 (p es la
proyeccién de B sobre B que se defini6 en el 1.1), se verifica, sobre
estos campos:

iLEgX d@ +A1’.X dO =0

pues las 1-formas 6, dA y ip; K se anulan sobre dichos campos. Pero
esto implica, teniendo en cuenta (2), que L5 2 = — A2, y de aqui,
sustituyendo en (1), que Ly w; = 0.

c.q.d.

LeEMA 2

Una condicién necesaria y suficiente para que un campo vectorial
D de G(V) pertenezca a la distribucién I" es que la restriccién a G(V)
de ip w, sea cero.,
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DEMOSTRACION

Puesto que w, es invariante por el grupo G (por el Lema 1), todo
se reduce a probar que D ¢ I, si y solo sf ¢, w, se anula sobre los cam-
pos vectoriales D’ de G (V) con soporte sobre V. Sea D ¢ I',, entonces
D = Xf;(X; + D,) donde X;e {D}y. Entonces:

1

(ip wg) D" = 2fi (xjpr 02) D" = {f;’ [(2xj w2) D" + (@H) D]

Ahora bien, si D’ es tangente a V (ix; wy) D' = — (dH) D', y por
tanto (ip wy) D'=0; y si D’ = D,, entonces (ix; wy)Dt = — (i5; o) X; =
= (@H) X; = w3 (Xj, X;) = 0, y por tanto (ipwy)D;=0. O sea,
ipw, se anula sobre los campos D’ de G(V) con soporte sobre V. Re-

ciprocamente, sea D un campo de G(V), con soporte sobre V, tal que
ipw, verifica la condicién anterior. Entonces D = X' + fD,, siendo
X' tangente a V. Por tanto, (ix- wy) D’ + f(dH)D' = 0 para todo campo

D’ de G(V) con soporte sobre V. Si f 0, entonces X = % X' es una

solucién de las ecuaciones de HamIiLToN, y por tanto De I'y; v si
f =0, entonces D e rad wy y, también en este caso, D e I}

c.q.d.

DEMOSTRACION DEI TEOREMA 2

Sea img ¢ la imagen de la subida canénica _é de ¢ a By sean
D y D' un campo vectorial de B tangente a img ¢ e incidente con 6
y una t.i.c.g. respectivamente. Tendremos:

2 (ip w)) D' = 2(d wy) (D, D’) = Doy (D) — D' w; (D) — oy ([D, D'])

Ahora bien, por la férmula fundamental de variacién, se verifica
sobre img ¢:

ip Lp (L dt) = 0 (D) (@2 + Fdt) D — ipdw, (D')
de donde:
Dw; (D) — D'wy (D) — wy ([D, D']) = 6 (D) (A2 + Fdt)D —

—6([D,D']) @ — D' (6 (D) Q)
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pero como § (D) = 0 por hipétesis y 0 ([D, D']) = 0 por ser 6 (D) =0
y ser D’ una t.i.c.g., queda finalmente, sobre img ¢ :

2 (ip wy) D' = 0 (D') (dQ + Fdt) D

Supongamos que ¢ sea estacionaria. Entonces (42 4+ Fdf)D = 0
y por tanto (¢p w,) D' = 0. Ahora bien, como esto tiene que verificarse
para toda t.i.c.g. D', entonces, ip w, = 0 a lo largo de la curva img ¢.
Vamos a ver que esto implica que img ¢ c G(V). Sea 7 la proyec-
cién d1ferenc1able de B sobre E* tal que, __para todo ndmero real
AeR, =g, € G. Entonces 7 (img 4) serd una curva de E* y

(D) un campo vectorial sobre E* tangente a dicha curva. Supomendo

ahora que Ei(D) = ait (lo cual siempre se puede conseguir sin mds
que multiplicar D por una funcién conveniente), vamos a probar
que para todo punto P ¢ 7 (img @), (v D); es una solucién de las ecua-
ciones de Hamrrox del sistema dinidmico en el punto P. En efecto,
sea P— 1! (P), A= 5 (P) y D'y = D, — (D)), Por ser 7 (D) = —;’;
entonces D, es vertical y, por la definicién de 7, se verifica entonces
(tD); =g:_, D’s. Ahora bien, por ser ip, (w,), = 0 y ser w, invariante
por el grupo G, entonces iupy (w2)5 = — (AH)7 sobre E*; esto es,
(zD)7 es solucién de las ecuaciones de HAMILTON en P que es lo que
queriamos probar. Entonces 7 (img @) es una curva de E* tangente
en cada uno de sus puntos a una solucién de las ecuaciones de Ha-
MILTON en dicho punto. De aqui se sigue, por la construccién de V,
que 7 (img ¢) ¢ V, lo cual a su vez implica que img ¢ c G (V),
que es lo que querfamos probar. Llegado aqui, aplicando de nuevo
que ip wp = 0 a lo largo de img @, resulta, por el Lema 2, que img ¢
es una solucién de la distribucién I

Reciprocamente, supongamos que img ¢ sea una curva de G(V)
solucién de I'. Entonces, a lo largo de img ¢ tendremos (ip wy)D’ =
para toda t.i.c.g. D’ tangente a G (V). Pero como D es tangente a G(V)
por hipétesis, esto implica que (d.Q + Fdt)D = 0, o sea, que ¢ sea
estacionaria.

c.q.d.
OBSERVACION 1

A diferencia de las ecuaciones de EULER-LAGRANGE, esta carac-
terizacién de la estacionaridad en términos de la distribucién I,
no depende de ninguna ley de derivacién p en el Az-médulo Mz.
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OBSERVACION 2

Por el Lema 2, la distribucién I" resulta ser el sistema caracteris-
tico del ideal diferencial generado por la restriccién a G(V) de la
2-forma wy; = dw;. Esta caracterizacién de I" constituye la expresién
intrinseca de la formulacién de CARTAN de la dindmica analitica.

OBSERVACION 3

Por el teorema anterior, el espacio de los datos de CAUCHY en el
instante inicial £, para las soluciones diferenciables de las ecuaciones
de EULER-ILAGRANGE, debe estar contenido en la subvariedad V de E*.

3.2 Estructura simpléctica y ecuaciones de HAMILTON globales de
un campo

En esta seccién y la siguiente, vamos a generalizar a la teoria
de campos los resultados obtenidos en la seccién anterior para la
dindmica analitica.

Sea (B, L) un campo sobre una variedad ¥ dotada de un elemento
de volumen o (Definicién 1 del n.° 2) y G un grupo uniparamétrico
de automorfismos del fibrado B #, V tal que, el grupo G, inducido
por G sobre V es un grupo uniparamétrico conexo de automorfismos
de V, no dejando fijo ningtin punto de V, y que deja invariante el
elemento de volumen w. Sea D, el campo vectorial definido sobre B
por un elemento del algebra de L1t A¢ de G, y D, la subida canénica
de D, a B.

DEFINICION 4

Diremos que el campo (B, L) es conservativo respecto del grupo G
cuando se verifique Lz (Lw) = 0. Al invariante de E. NOETHER
correspondiente a — D; e A¢ lo llamaremos densidad hamiltoniana
del campo y lo denotaremos por H.

Por ejemplo, en la teoria relativista de campos usual, donde V es
el espacio-tiempo de MiINKOWSKI, w es el elemento de volumen defi-
nido por el tensor métrico fundamental y B es un producto directo
V x E,, se supone que los campos (B, L) que se estudian sobre V
son conservativos respecto de los grupos uniparamétricos G de auto-
morfismos de B tales que: G(V X E,) = Go(V) X E, donde Gy es
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un grupo uniparamétrico de translaciones del espacio de MIN-
KOWSKI V.

En lo que sigue supondremos que el campo que se considera es
conservativo en el sentido de la definicién anterior.

Sea V' una subvariedad de V, de dimensién m-1, y transversal
a las trayectorias de Gy y £ el espacio vectorial de las secciones trans-
versales ¢, a soporte compacto, del fibrado By (restriccién del fibrado
B = V a la subvariedad V' c V) tales que 0, = 0. Supondremos
que, para toda o € g, la restriccién de la lagrangiana [ a la imagen
de ¢ es una funcién de soporte la imagen del soporte (compacto)
de ¢. Esto nos permite definir sobre el espacio g una funcién real
Hg por la férmula:

En la teoria relativista del campo escalar libre la funcién VH_E
verifica las propiedades de una norma sobre el espacio £. Noso-
tros vamos a ‘generalizar este hecho admitiendo que sobre el es-
pacio g tenemos definida una norma |i |! del tipo siguiente:

I IIIUGE-+\/JU'7—{’

donde H’ es una (-1)-forma sobre B. Denotaremos por £ la com-
pletacién de g respecto de dicha norma.

Supondremos que existe una extensién diferenciable de Hg al
espacio de BANACH E. Dicha extensién, que necesariamente es tinica,
la lamaremos hamiltoniana del campo y la denotaremos por H.

Por la definicién de espacio tangente en un punto a un espacio
de Banach, para todo P ¢ E, el espacio g es un subespacio denso
del espacio tangente £, a £ en P. Cuando g sea interpretado de este
modo lo denotaremos por g,.

LeMmA 3

Existe una inyeccién lineal candnica ig del espacio £ en el espacio
de los campos vectoriales verticales de By-.

DEMOSTRACION

Dada una seccién transversal o € g, sea Do el campo vectorial
de B, definido como sigue: D, asigna a cada punto P ¢ By el vector
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(D), tangente en P a la fibra de By~ que pasa por P, definido por
el punto ¢(z(P)), de dicha fibra, por la condicién (D,), f = f(om(P))
para toda funcién f de By lineal sobre las fibras. Iis evidente que la
aplicacién ig: 0 € g — D, verifica todas las condiciones del Lema.

c.q.d.

De este modo tenemos en cada punto P ¢ £ un subespacio g, del
espacio tangente £, a £ en P, denso en E,, e inyectado canénica-
mente por i€ en el espacio de los campos vectoriales de By.

Dado un punto o € g, sea (w1), la forma lineal sobre el espacio
tangente g, definida por la férmula:

()5 () = 0 (D)2 (donde e € E,;, D = ig(e))

[

Supondremos que, para todo ¢ € g, (), es continua respecto
de la topologia de espacio de BANACH de E,. Entonces, extendiendo
(w1)s a E, por continuidad (w;), define un elemento del espacio
cotangente g*,. Sea (w;)gz el campo de diferenciales sobre £ definido
por la regla o ¢ g — (w1)s € E*,. Supondremos que existe una ex-
tensién diferenciable de (w;)gal espacio de BanacH g. Dicha ex-
tensién, que necesariamente es tinica, define una 1-forma w; sobre E.
Sea w, su diferencial exterior dw;.

DEFINICION 5

Llamaremos ecuaciones de Hamirron del campo, en un punto
P eg, ala pareja (v,, (@H),) de la aplicacién lineal 7,: eeE, —
— 1, (wy), € E*, y la diferencial (dH), ¢ *,. Llamaremos solucién
de dichas ecuaciones a todo vector e € £, tal que 7, (¢) = — (dH),.

Vamos a ver ahora de qué modo podemos tratar estas ecuaciones
en términos del fibrado By-.

TEOREMA 3 (cdlculo de 4dH en un punto ¢ € g)

(@H) (e) = [ Lp H

donde e e s y D = ig (e).

8 ~- Collectanea Mathematica
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DEMOSTRACION

(AdH), (6) = e (H) =H'; (¢) = hm [H (¢ + te) — H (0)]

Ahora bien, si {7} es el grupo uniparamétrico generado por el
campo vectorial D, tendremos:

Hio+te)=H=H+olt)=nH+ ()

c+te zt(0)

de donde:
lim L [H (0 +te) — H Uymm [f(wHH) +o@®)]=fLoH
t—>0 t—>0 r:4 g

c.q.d.

CoRroLARIO
(@H), (¢) = fipdH

DEMOSTRACION

Sea C una cadena diferenciable (m-1)-dimensional de V' tal que:
soporte de ¢ ¢ C. Tendremos:

(dH ILD}I-""([.LD‘}I J'I/de'l—i-dip}l J‘deH'l‘
a(C) o(C)
fip H= f”fDde
Aa(C)
c.q.d.

TEOREMA 4 (cdlculo de w, en un punto ¢ ¢ E)
2 (o) (61, €2) = [ Lp, (0 (D2) 2) — Lp, (6 (D1) 2)
donde ¢;, 6, € E,, Dy = 1E (1) ¥ Dy = 1E (e3).

DEMOSTRACION

Sean X; y X, los campos vectoriales sobre g definidos por las
reglas X : PeE—~¢€1 €E,=ECEp, Xo: PEE— 6 €E; =E C Ep.
X, y X, son diferenciables y tales que [X;, X5] = 0. Entonces:
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(*)  2(w2) (61, €2) = 2 (dovy) (X1, X>) (0) = €1 w1 (X2) — €2 w1 (X))

Procediendo ahora igual que en la demostracién del Teorema 3
tendremos:

ey (X2) = [ Lo, (0(D2) Q), &2 01 (X1) = [ Lo, (6 (D)) Q)

[

y sustituyendo en (*) queda probado el Teorema.

c.q.d.

COROILARIO
2 (0)2),, (61, 32) = f 'iD] ‘l:Dz (6 A d.Q)

donde 4 se toma respecto de cualquier ley de derivacién | en el
Ap-médulo M5.

DEMOSTRACION

Suponiendo prolongados D; y D, a B en dos campos vectoriales
verticales, tales que [D;, D,] = 0, y operando respecto de una ley
de derivacién |, tendremos:

Lp, (0 (D2) £2) — Lp, (6 (D1) ) = (vp, 6 (D2)) 2+ 0 (D3) Lp, 2 —
— (pp, 0 (D1)) 2 — 6 (Dy) Lp, 2 = db (Dy, Dy) 2 + 6 (D) ip, 42 —
— 0 (D4) ip,dR2 = ip,ip, (0 A dRQ)
pues por ser Dy y D, verticales se tiene 46 (D1, D) =0yip 2 =

- ’I:DZ.Q = ‘I;Dl ’I:D2 dQ = 0
c.q.d.

Vamos a tratar ahora el problema de la compatibilidad y gauges
de las ecuaciones de HamirToN del campo, siguiendo el mismo mé-
todo que fue empleado en dindmica analitica.

Sea 7V el conjunto de todos los puntos P € § en los cuales las
ecuaciones de HamMILTON del campo son compatibles y supongamos
que 7V, es una subvariedad de g. Restringiendo H y w, a V; podemos
definir las ecuaciones de HAMILTON sobre 7/ igual a como se definieron
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sobre g por la Definicién 5. Sea 7, el conjunto de todos los puntos
P ¢V enlos cuales las ecuaciones de HAMILTON sobre 7| son compa-
tibles y supongamos que V, es una subvariedad de V. Restringiendo
H y wy a V, podemos definir las ecuaciones de HAMILTON sobre V),
como anteriormente y continuar el mismo razonamiento. De este
modo se obtiene una cadena de subvariedadesde g: E2 V27,2 ...,
que supondremos finita. Denotemos por ¥ la subvariedad final.

Designando por Hy y (wy)p las restricciones a la subvariedad V'
de H y w, respectivamente, obtenemos la siguiente estructura: una
variedad diferenciable ¥V localmente espacio de BanNacH, una fun-
cién diferenciable Hy de 7 y una 2-forma (wy)y de V cerrada. Sean
{D} y {w} los conjuntos de los campos vectoriales y los campos de
diferenciales de 7V respectivamente.

DEFINICION 6

Llamaremos ecuaciones de HamirroN del campo, sobre 7, a la
pareja (ty, dHy) de la aplicacién zy: D € {D} —1ip (wy)v € {w} y la
1-forma dHy € {w}. Llamaremos solucién de dichas ecuaciones a
todo campo vectorial D tal que 7 (D) = — dHy.

De la construccién de V se sigue que las ecuaciones de HAMILTON
asi definidas tienen por lo menos una solucién. Esto resuelve el pro-
blema de la compatibilidad de dichas ecuaciones.

Para resolver ahora el problema de la gauges basta proceder igual
que en dindmica analitica, partiendo de V7, Hy y (wy)v. De este
modo obtenemos la siguiente estructura: una variedad diferenciable
V localmente espaéio de BANACH, una funcién diferenciable H de V
y una 2-forma @, de V cerrada e irreducible en todos los puntos de V.
Sobre ¥ podemos definir ahora las ecuaciones de Hawmrrron del
campo de igual forma a como se definieron sobre 7 por la Defini-
cién 6. Por ser m, irreducible en todos los puntos de 7 las nuevas
ecuaciones tienen una solucién unica.

La 2-forma w, dota a 7_/ de una estructura de variedad simpléc-
tica. Los puntos y las funciones de 7 las llamaremos, por analogia
con la dindmica analitica, estados y observables del campo respecti-
vamente, y las curvas de ¥, tangentes al campo vectorial D solucién
dnica de las ecuaciones de HaMILTON, las llamaremos #rayectorias del
campo.
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3.3 Ecuaciones de HAMILTON de un campo y formulacion variacional

Como en dindmica analitica, el problema fundamental es ahora:
ver qué relacién existe entre las ecuaciones de HamMILTON y las sec-
ciones transversales estacionarias de la formulacién variacional.
El objeto de esta seccién es generalizar a la teoria'de campos el Teo-
rema 2 de la seccién 3.1 que resolvia, en dindmica analitica, el citado
problema. :

Para poder desarrollar la generahzacmn que queremos debemos
suponer que la subvariedad V' y el grupo de automorfismos Gy de V,
de la seccién 3.2, verifican la siguiente condicién: que existe un ni-
mero real ¢ > 0 tal que, el conjunto de subvariedades de V': {V',| V', =
=g V'), g €Gy, |t] < & es un haz de subvariedades transversales
a las trayectorias de Gy.

Sea G el grupo uniparamétrico globalmente asoc1ado al campo
vectorial D, de B y consideremos, para cada punto ¢ I = (— &, &),
el espacio vectorial & de las secciones transversales, a soporte com-
pacto, del fibrado By, (restriccién del fibrado B *. V a la subva-
riedad V', € V) tales que 6, = 0.

LEMA 4

La aplicacién 7,: g — g* definida por el diagrama:

B, & | B,
v A
g o,
g !
V< v,

donde g, es el elemento tnico de G tal que g,7 =7 §,, es un isomor-
fismo lineal.

DEMOSTRACION

Basta observar que los elementos de G son, por construccién,
automorfismos del fibrado B _*, V que dejan invariante la condicién
0, = 0.

c.q.d.
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Sea |l Il,1a norma sobre gf obtenida por transporte de la norma || |!
de g por el isomorfismo 7, & la completacién de g’ respecto de dicha
norma y T, el isomorfismo de BANACH tinico de E sobre g que extien-
de 7,. Podemos dotar ahora el conjunto B = U g’ de una estructura

teI —_
diferenciable por la condicién de que la biyeccién ¢: Peg € B —
(t, ' (P)eI x E sea un homeomorfismo diferenciable. El sub-
conjunto B = U gf de B es, segtin esta construccién, denso en B.
te1

Consideremos sobre I X g la 1-forma &; = — Hdt 4+ w;, donde
H y w; son, respectivamente, la funcién y la 1-forma sobre § consi-
deradas en la seccién 3.2, y donde d¢ es la 1-forma canénica sobre el
segmento real abierto I. Sea w; la 1-forma sobre B obtenida por trans-
porte de @, por el homeomorfismo diferenciable ¢, y w, la diferencial
exterior dw; de w;. Como en la seccién 3.2, las formas diferenciales
asi definidas pueden ser calculadas en términos del fibrado B, como
vamos a ver seguidamente.

LEMA 5

Existe una inyeccién lineal candnica ¢ del espacio R X g en el
espacio de los campos vectoriales de B.

DEMOSTRACION

Dado un elemento (4, 0) e R X g, sea D(; o €l campo vectorial
sobre B definido por la férmula: Dyg = 2 D, + D,, siendo D, la
prolongacién a B, por el grupo uniparamétrico G, del campo vecto-
rial i¢ (o) de By, donde i es la inyeccién lineal candnica del Lema 3.
Es evidente que la aplicacién 7: (4, 6) ¢ R X g = D, satisface
todas las condiciones del Lema.

c.q.d.

De este modo, como, para cada punto Pe I X §, R X £ es un
subespacio denso del espacio tangente (I X ), a I X E en P, re-
sulta, por transporte por 4, que en cada punto P e B tenemos
un subespacio B, del espacio tangente B, a B en P, denso en B,, e
inyectado canénicamente por 7.¢ en el espacio de los campos vec-
torales de B.

Designando ahora por @,, el tensor m-covariante § @ Q — Lo

de B, se verifica:
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TEOREMA 5 (calculo de w; en un punto ¢, € B)
(@1)a (6) = [ On (D, )

donde ¢€B,, vy D = 1. ¢ (e).

TEOREMA 6 (cilculo de w; en un punto o; € B)

2 .((1)2)0, (61¥ 62) = ag‘ LD] (@m (DZ’ )) - LDz (@m (Dl, ))

donde ¢y, ¢, €B,,, Dy = 1.4 (e1) y Dy = 1.9 (7).
La demostracién de estos teoremas se basa en el siguiente lema

previo:

LEMA 6
Ly 0, =0

DEMOSTRACION

Igual que la demostracién del Lema 1 (de la seccién 3.1) cam
biando w; por 6,

c.q.d.

DEMOSTRACION DEIL, TEOREMA 5

Sea ¢ (¢) = (4, 0') e RXEC (I XE)g(o donde ¢ () = (£, 0) e IXE.
Por ser D y 0,, invariantes por el grupo G, por construccién y por
el Lema 7, respectivamente, tendremos:

ft@m(D’ )=f@m(D! )=,[@m(l_Dt+Da'» )=_}’I}I+_{6 (l)a')'Q=

c c [

= [— H(0) dt + (w1)o] § (€) = (B1)eon § (¢) = (w1)a e
c.q.d.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6

_Dado un punto P € B, sean (ej), v (es), los vectores tangentes
a B en P definidos por las férmulas (e), = dap 6 (e1) v (e2)p =
= o) (P) ¢ () (donde ¢(e;), & (¢5) € R X £ se consideran como
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vectores tangentes a I X £ en ¢ (P)). Sean X; y X, los campos
vectoriales sobre B definidos por las reglas X;: Pe B —(e1), ¥
X5: PeB—(e) »- X1y X, son diferenciables y tales que [X;, X,] = 0.
Entonces:

(*) 2(m2)a (61, €2) = 2 (dwy) (X1, X3) (0) = €1 w1 (X3) — 301 (X))

Procediendo ahora igual que en la demostracién del Teorema 3
(de la seccién 3.2) teniendo en cuenta el Teorema 6 y el lema 7, ob-
tendremos:

ey 0y (X3) = L{Lﬂl (0n( Dy, ), €201 (X1) = JLLDZ (@ (D1, ))

y sustituyendo en (*) queda probado el Teorema.

c.q.d.

A partir de las nociones introducidas podemos generalizar a la
teoria de campos el Teorema fundamental de la dindmica analitica
como sigue.

TrorREMA 7 (o fundamental de la dindmica de campos)

Sea {D}y el conjunto de las soluciones de las ecuaciones de Ha-
MILTON del campo sobre la variedad V; I' la distribuci6n, sobre la
subvariedad ¢7! (I X V) de B, generada por el conjunto de campos

vectoriales {¢™! ( -at— - D)}, donde D € {D}y y donde ?at— es el campo

vectorial canénico sobre el segmento real abierto I; y U el abierto
de la variedad 7 sobre el que estd definido el haz de subvariedades
{V/}. Entonces: una condicién necesaria y suficiente para que una
seccién transversal ¢ del fibrado B, a soporte compacto € U, y de
subida canénica a B, @, sea estacionaria, es que la curva: {ZV,, |t el}
de B sea solucién de la distribucién I.

Para la demostracién de este teorema necesitamos, como en dini-
mica analitica, el siguiente lema previo.

LrMa 7

Una condicién necesaria y suficiente para que un campo vectorial
D de ¢71(I X V) pertenezca a la distribucién I' es que la restriccién
a ¢ (I X V) de ip w, sea cero.
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DEMOSTRACION

Si I" es 1a distribucién sobre I X ¥V generada por los campos vec-

toriales{ —:t— - D} donde D e {D}y, v ®, es la diferencial exterior

d®; de @&;, todo se reduce a probar que un campo D de I X V perte-

nece a I sf y s6lo si la restriccién a I XV de ip @, es cero. Para de-
mostrar esto se procede igual que en la demostracién del Lema 2
(seccién 3.2).

c.q.d.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL

1. — Vamos a probar, primeramente, que la curva {d,, |t eI}
de B es Cl-diferenciable. Por la construccmn de B, todo se reduce
a probar que la funcién f: tel — 7,7! ¢y, € € (donde 7, es el iso-
morfismo del Lema 5) es diferenciable. Dado ¢ € I, por la diferencia-
bilidad de la seccién transversal E del fibrado B, existe, para todo
xeV’, el ’liu(} ]—1 (ft+ 1) —f(?) (x). Sea o' la seccién transversal del

i—0 ]y
fibrado By que asigna a cada x € V' dicho limite. Por ser ¢ diferen-
ciable, a soporte compacto, y tal que 67 = 0, esto mismo le ocurre
a o', y por consiguiente, o’ ¢ £. Ahora bien, de la definicién de la
norma |! || de &, se sigue que:

o = tim = (F (¢ + ) — [ 9)

donde el limite se toma respecto de la topologia de espacio de BANACH
de E. Esto prueba la diferenciabilidad de la funcién f en el punto
tel; y como t es cualquiera, la diferenciabilidad de f.

De la construccién de o’ se sigue inmediatamente: a) que el vector
e. € By, tal que ¢ (¢) = (1, ¢’) (donde ¢ es la biyeccién que define
la estructura diferenciable de B) es tangente en ¢, a la curva
{¢V, ltel); y b) que el campo vectorial D, = 1. ¢ (¢) de B (donde
v es la inyeccién lineal del Lema 6) es tangente a la subvariedad
img ¢ de B a lo largo de la subvariedad img ¢;,, c img ¢.

2. — Vamos a calcular ahora 7, w, sobre el subespacio Bé-, de
Bgyn. Sea %, € By, v X, = 1. ¢ (x,). Por el Teorema 7 tendremos, su-
primiendo el subindice ¢ por simplicidad de notacién:
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2 (i) () = 203 (6, %) = § Lp (O (X, )) — Lx (6 (D, ))
by
Ahora bien, por ser X una t.i.c.g. por construccién, y ser D tan:

gente a img ¢ a lo largo de img ¢, aplicando la férmula funda-
mental de variacién (Teorema 2, seccién 2.2) tendremos, sobre img ¢y~

ip Ly (Lo) = 0 (X) (42 + Fo) (D, ) — ip d (O, (X, ))
de donde:
Lp (0, (X, ) = Lx (04 (D, ) = 0(X) (dQ2 + Fo) (D, ) +
+dip 0,/(X, ) + ixpy Lo — Ly (0 (D) Q)

Ahora bien, por ser D una t.i.c.g. (por la misma razén que lo es X)
entonces Lp 0 = A0 y por consiguiente:

Ly (0 (D) Q) = (46) (D)2 + 0 ([X, D)) 2 + 0 (D) Lx &

Teniendo en cuenta ahora: que (D) = 0 sobre img ¢+ por ser
07 =0; que [X, D] =0 por construccién; y que ip 0, (X,) =0
fuera de un compacto de img ¢+, por la hipétesis impuesta a la
lagrangiana al comienzo de la seccién 3.2, resulta finalmente, inte-
grando:

2 (2 w7) (%) ——-%’0 (X)) (@2 + Fow) (D, )

3. — Llegado aqui, estamos en condiciones de probar el Teorema
propiamente dicho. Supongamos que ¢ sea estacionaria. Entonces
(dQ + Fo) (D, ) = 0 sobre img ¢y, v por tanto (i w,) (%) = 0.
Ahora bien, como esto tiene que verificarse cualesquiera que sean
tel y x, €Bg, esto implica que 7, wy; = 0 a lo largo de la curva
y = {¢y |t ¢ I} de B. Procediendo ahora igual que en la demos-
tracién del Teorema 2 de la seccién 3.1, resulta entonces que y € ¢~1
(I X V) (donde ¢ es la biyeccién que define la estructura diferenciable
de B). Aplicando ahora de nuevo que 7, w, = 0 a lo largo de y, resulta,
por el Lema 8, que y es solucién de la distribucién I

Reciprocamente, supongamos que y sea una curva de ¢~ (I X V)
solucién de I'. Entonces, a lo largo de y tendremos (i, w;) (%) =0
para todo vector x, tangente a ¢~! (I X V). Pero como ¢, es tangente
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a ¢7' (I X V) por hipétesis, entonces (42 + Fw) (Dy ) = 0 sobre
img ¢y para todo ¢ € I, lo cual implica que ¢ es estacionaria.

c.q.d.

Las tres observaciones que fueron hechas después del Teorema
fundamental de la dindmica analitica pueden también hacerse ahora.
La més importante es la segunda observacién, la cual nos propor-,
ciona una natural generalizacién a la Teoria de campos de la for-
mulacion CARTAN de la dindmica analitica.

3.4 Ejemplos elementales

Para ilustrar la teoria general desarrollada en las dos dltimas sec-
ciones vamos a tratar, sin entrar en detalles de demostracién, tres
casos particulares notables: los campos escalar, mesénico vectorial
y electromagnético libres sobre el espacio-tiempo de MINKOWSKI.

En toda esta seccién V va a ser el espacio-tiempo de MINKOWSKI
T, el tensor métrico fundamental, w el elemento de volumen definido
sobre V por T, G el grupo de las isometrias de V' y G’ el subgrupo de
las traslaciones de G. Segin es bien sabido, sobre V existen sistemas
de coordenadas globales (x; %, x3 %4) (los sistemas inerciales) respecto

de los cuales 7T, toma la expresién caménica'z‘t’l gi dx?2 (gun= — 1
parat =1, 2,3y g44 = 1). Dado un tal sistemal,_los diez campos vec-
toriales (a—a—, gii x;% — 8ii %; ix) i, =1, 2, 3, 4, constituyen una
base del él:gebra de 7Lna: Ag detG, y los cuatro campos vectoriales
(Ea;,) i1 =1, 2, 3, 4, constituyen una base del dlgebra de Lie A¢ del
subgrupo G’ de G. En lo que sigue, siempre que tomemos un sistema
de coordenadas locales sobre V lo supondremos inercial.

1. CAMPO ESCALAR LIBRE

El fibrado B *, V a partir del que se define este campo es el
fibrado producto directo V' X R del espacio-tiempo de MINKOWSKI
V por la recta real R. Entonces, el A-mddulo de las secciones trans-
versales de B coincide en este caso con 4.
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La lagrangiana £ del campo es la funcién sobre el fibrado B . V
definida por la férmula:

L: ch»_;(df)f. _%mzf(x)z

donde x = 7 (P), f es un representante cualquiera de P y (df)3 es el
producto escalar de (4 f), por si misma segin la métrica de MINKOWSKI.
Respecto de un sistema de coordenadas locales canédnicas (x; 2z $;)

L toma la expresién bien conocida:
L = lZgﬁPiZ _lmZZZ
2 2

El Az-médulo M5 coincide en este caso con Az y, si se toma
en Az la ley de derivacién ordinaria, todo el cilculo tensorial con
valores en MF queda reducido al cédlculo tensorial ordinario sobre
la variedad B. Asi lo supondremos en lo que sigue.

Respecto de un sistema de coordenadas locales canénicas (x; z ;)
la O-forma F y la 3-forma 2 fundamentales toman las expresiones:

F=i£—m22

0z

4 A
922(— l)’%dxl Ao A dxt A ... /\dx4=p1dx2/\dx3/\dx4—

i=1 ;

— p2dxy N\ dx3 N\ dxg+ p3 dxy A dxay dxg -+ pg dxy A\ dxy N dx3

A partir de estas formas diferenciales se obtienen, por el proceso
desarrollado en la seccién 2.3, las ecuaciones de EULER-I,AGRANGE
(una sola en este caso) correspondientes al campo considerado.

El grupo G lo podemos hacer operar sobre el fibrado B *, V por
automorfismos de fibrado vectorial segin la regla:

g:(x,A)eB->(g(x),A) eB(geG, xeV, leR)

Es facil comprobar que el campo en cuestién es invariante por
este grupo de automorfismos. Los invariantes de E. NOETHER corres-
pondientes definen las bien conocidas nociones de impulso-energia
y momento cinético del campo escalar libre.
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Para estudiar la estructura simpléctica consideremos un subgrupo
uniparamétrico G," del grupo G’ de las translaciones de V' con trayec-
torias de género temporal (esto es, que la restriccién del tensor mé-
trico T, a las trayectorias es definido-positiva). Haciendo operar
G, sobre B como hemos visto anteriormente nos encontramos en la
situacién de la teoria general (§ 3.2). La densidad hamiltoniana H
correspondiente, en un sistema de coordenadas locales canénicas

0 .
(%; z ps) tal que Pyt D,, toma la expresién:
x4

7’[2154Q—£ dxl /\dxz/\dx3

Sea ahora V'’ un hiperplano de V ortogonal a las trayectorias de
G/ v E el espacio vectorial de las secciones transversales ¢, a soporte
compacto, del fibrado By tales que 0, = 0.

El espacio E puede ser parametrizado procediendo como sigue.
Dada ¢ € E, sea (f,, y,) la pareja de funciones sobre V' definidas por

las condiciones po (x) = (x, fo (%)) ¥ s (¥) = — 0 (D)) (o (x)) (donde
x € V', p es la proyeccién canénica de B sobre B y D, es la subida
canénica a B de D,). Por ser o, C* -diferenciable y a soporte com-
pacto, las funciones f, y ¢, son elementos del espacio vectorial D de
las funciones C*° -diferenciables a soporte compacto de V’. De este
modo tenemos una aplicacién ¢ € E — (f,, ,) € D © D, que es inme-
diato comprobar es un isomorfismo lineal y, por consiguiente, una
parametrizaciéon de E.

Supongamos que sobre E tenemos una norma respecto de la cual
se verifican todas las condiciones de la teoria general. En esta hipé-
tesis vamos a estudiar la métrica simpléctica y las ecuaciones de
Hamirron del campo sobre el subespacio denso E.

Aplicando el Corolario del Teorema 4 (§ 3.2) y pasando a la para-
metrizacién ¢ <—> (fs, ¥,) de E se obtiene:

2 (w2)q (€1, €2) =f/[ (291 — f1y2) 03

donde 0 e E,¢; = (f;, v;) 1= 1,2, ¥y w3 es el elemento de volumen
de V' definido por — (7).

Se trata de una métrica simpléctica definida e irreducible en todos
los puntos de E. Esta métrica es la propuesta por I. SEGAL en sus
trabajos sobre cuantificacién de campos escalares (véanse p.e. [12]

y [14].
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Para obtener ahora las ecuaciones de Hamir,roN debemos calcular
dH. Aplicando el Corolario del Teorema 3 (§ 3,2) y pasando a la para-
metrizacién o <—»> (f,, ¥,) de E se obtiene:

(@H)s (¢) = J [(m2 —4) fa- f + yo- 9] @3
donde ¢ = (f;, v,), ¢ = (f, ) ¥ 4 es el operador laplaciana sobre V'
respecto de la métrica — (7).
A partir de aqui se obtiene ficilmente que las ecuaciones de
Hamirron del campo tienen una solucién unica en todo punto o € E,
que vale:

o = (far vo) > % (Ve (— m2 + 4) £,)

Por otra parte, en este caso hay equivalencia, via el proceso de la
seccién 3.3, entre ecuaciones de HAMILTON y ecuaciones de L,AGRANGE.

Volviendo ahora al problema de la norma, vamos a ver que a partir
de la hamiltoniana H del campo podemos definir sobre E una norma
que verifica todas las condiciones de la teoria general.

Segtin sabemos, la hamiltoniana H del campo viene definida por
la férmula:

H:0eE > H

Teniendo en cuenta ahora la expresién de H anteriormente ob-
tenida y pasando a la parametrizacién o <—> (f,, y,) de E, se
obtiene;

H (o) = %(J(\/mZ_—Zfa)z w3 + J%z ws)

La funcién ¢ ¢ E — \/H (6) define obviamente una norma sobre
el espacio E. La completacién E de E respecto de esta norma es el
espacio de HiLBERT F @ F, donde F es el espacio de HILBERT de
las funciones reales sobre V' de cuadrado integrable respecto de la
medida definida por w; y donde F' es el dominio del operador lineal
autoadjunto Vm2 — A4 de F dotado del producto escalar f-f =
= ymZ —Af-m2 =4 f'. Respecto de esta completacién es facil
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demostrar se verifican todas las condiciones que se imponian en la
teoria general. En particular, las prolongaciones de H, w, vy dH a
la completacién E de E se obtienen, simplemente, sustituyendo en
las expresiones anteriormente obtenidas las funciones feD y pe D
por funciones feF y y e F respectivamente.

El resultado m4s importante es que en la completacién E la mé-
trica simpléctica sigue siendo irreducible y las ecuaciones de Ha-
MILTON siguen teniendo una solucién tnica en todo punto de E.

Para terminar nuestro estudio del campo escalar libre vamos a
tratar desde nuestro punto de vista el tan llamado problema de la
invarianza relativista de la teoria.

Sea D un elemento cualquiera del 4dlgebra de LiE A del grupo G
vy T, su grupo uniparamétrico globalmente asociado. Es claro que,
para todo % € R, el grupo uniparamétrico 7, G," 7,7 ! y el hiperplano
75 (V') verifican las mismas condiciones que G', y V' y, por tanto,
puede construirse a partir de ellos toda la teoria anterior. Sean E*,
E* wy* y H" el espacio de HILBERT, el subespacio denso en este, la
métrica simpléctica y la hamiltoniana correspondientes, respectiva-
mente. Por otra parte, puesto que G opera sobre B, D es el mismo
tiempo un campo vectorial de B.

Sea D la subida canénica de D a By 7, su grupo uniparamétrico
globalmente asociado.

Diremos que la teoria desarrollada es invariante por el grupo G
(o relativisticamente invariante) cuando para toda D e Ads y todo
h € R, 1a aplicacién 7,: E — E* definida por el diagrama:

— T _
By — By,

o Op
Tyt
VI th

es una isometria simpléctica que transforma H en H™.

Puede demostrarse que en el caso que nos ocupa esto es asi. En-
tonces, por la definicién que hemos dado de norma, dicha isometria
lo es también respecto de la norma y, por consiguiente, puede exten-
derse unfvocamente a la completacién E siguiendo conservando toda
la estructura.
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2. CaMPOS MESONICO VECTORIAL Y ELECTROMAGNETICO LIBRES

El fibrado B *, V a partir del que se definen estos campos es el
fibrado cotangente 7*, del espacio-tiempo de Minkowskr V. En-
tonces, el A-mddulo de las secciones transversales de B coincide en
este caso con el 4-médulo de las 1-formas sobre V.

La lagrangiana [ que define estos dos campos es la funcién sobre

el fibrado B . V definida por la férmula:

= = 1 1
L PeB - — - (dw),2 4+ —-m2w?
4( ) —1-2

donde ¥ = 7 (P), ® es un representante cualquiera de P y los cua-
drados son en el sentido del producto escalar inducido por la métrica
de MINKOWSKI.

Para m # 0 el campo es el denominado mesdnico vectorial y para
m = 0 es el denominado electromagnético. Segiin veremos, hay dife-
rencias esenciales entre estos dos casos desde el punto de vista dina-
mico. Esto justifica la distincién.

Respecto de un sistema de coordenadas locales canédnicas (x; z; py;)
L toma la expresién bien conocida:

. 1 1
L=— 2 %_‘g,-,- &i (P — Pia)* + > m? ‘]‘?gﬁ 22

La conexién inducida sobre el fibrado B _*, V por la métrica de
MINKOWSKI nos permite definir en el Ag-médulo M7 una ley de de-
rivacién standard. Todos los cédlculos posteriores los supondremos
efectuados respecto de esta ley de derivacién.

Respecto de un sistema de coordenadas locales canénicas (x; z; ;)
la o-forma F y la 3-forma £ fundamentales toman las expresiones:

oL
fi=— =m2g;z
az,-

i= i i=1\ _

4 iaL A 4 i~-1
9,-=2(— 1)$dx1/\... Adx A .. /\dx4=2(— 1).
1 .

i i fi A% A oo Ndx N ... A dy= g (— fyi dxp A dws A dmg +

+ foi A1 N dx3 N\ dxg — f3; dxy N\ dxy A\ dxg — faj dxy N\ dxy N\ dx3)
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donde
fii = by — Pis-

A partir de estas formas diferenciales se obtienen las ecuaciones
de FEULER-LLAGRANGE correspondientes a los campos considerados.
En particular, en el caso del campo electromagnético se obtienen las
bien conocidas ecuaciones de MAXWELL.

El grupo G opera sobre el fibrado B = T3 por automorfismos
de fibrado vectorial segin la regla

g% w)eTh —(g(*), w.-(dg):™) TV, (geh)

Es facil comprobar que los campos en cuestién son invariantes
por este grupo de automorfismos. Los invariantes de E. NOETHER
correspondientes definen las nociones de impulso-energia y momento-
cinético de los campos considerados.

Para estudiar la estructura simpléctica consideremos, como en el
ejemplo del campo escalar, un subgrupo uniparamétrico G," del grupo
G’ de las translaciones de V' con trayectorias de género temporal. Ha-
ciendo operar G, sobre B como hemos visto anteriormente, nos en-
contramos en la situacién de la teoria general. La densidad hamil-
toniana H correspondiente, en un sistema de coordenadas locales
canonicas (x; z; p;;) tal que ai = D,, toma la expresién:

x4

H=2 pa & — L dx; \ dxy N\ dxs
7

Sea ahora V' un hiperplano de V ortogonal a las trayectorias de
G, y E el espacio vectorial de las secciones transversales o, a soporte
compacto, del fibrado By tales que 6, = 0.

El espacio E puede ser parametrizado procediendo como sigue.

Dada o ¢ E consideremos la cuaterna (f,, w,, f, ®w,) donde f, vy f4
son dos funciones y w, v w; son dos l-formas sobre V' definidas
como sigue:

fo (%) = (po (8)) Di, () = (po (¥, fo(x) = — (6 (D)) o (8)) Dy,

(@) = — (0 (5,) o (%))

9 — Collectanea Mathematica
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(donde x e V', p es la proyeccién canénica de B sobre By D, es la
subida canénica a B de D,). Por ser o, C>= diferenciable y a soporte

compacto, las funciones f, y 7(, son elementos del espacio vectorial
D de las funciones Ce°-diferenciables a soporte compacto de V' y las
formas w, y @, son elementos del espacio vectorial D; de las 1-formas
a soporte compacto de V’. De este modo tenemos una aplicacién

ceB - (f5, w, :)?m @Bs) eDO® Dy ®DDD; que es inmediato com-

probar es un isomorfismo lineal y, por consiguiente, una parametri-
zacién de E.

Suponiendo ahora, como en el ejemplo del campo escalar, que sobre
E tenemos una norma respecto de la cual se verifican todas las con-
diciones de la teoria general, vamos a estudiar la métrica simpléc-
tica y las ecuaciones de HAMILTON de los campos en cuestién sobre
el subespacio denso E.

Aplicando el Corolario del Teorema 4 (§ 3,2) y pasando a la para-

wetrizacién o <— (f,, w, ﬁ, @;) de E se obtiene:

2 (wp)q (¢, %) = I.)/,' [w2 - (&' —df!) — o' - (@2 — df?)] ws

donde ¢ € E, ¢/ = (f*, o, ﬁ, @) 7= 1,2,y donde el « indica producto
escalar respecto de la métrica — (7%)p. 3
Respecto de la nueva parametrizacién ¢ <—> (f,, w,, f5 @) de

E, donde f,=Ff, y G,= G — df,, la métrica simpléctica toma la
expresién més sencilla:

2 (w)s (€}, €%) = J (0% @' — 0. @) w;
V'

En lo que sigue trabajaremos siempre con esta segunda parame-

trizacién. En electromagnetismo — % wy % w son el potencial vector

Ay el campo eléctrico E respectivamente.

Para obtener ahora las ecuaciones de HamirroN debemos calcular
dH.

Aplicando el Corolario del Teorema 3 (§ 3,2) y pasando a la para-
metrizacion ¢ <— (f;, ws, fo, @s) de E se obtiene:

(dH), (¢) = f,{” [— (6w, + m2fo) - f + ((+4)2 wo + m2 w;) - o +
+ (0o + dfs) - ©] w3
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donde

0= (for Wo, for o), 6= (f, 0, f, ©) 7y 2y 0

son, respectivamente, el operador estrella y la codiferencial exterior
sobre V.

Llegado aqui, vamos a analizar separadamente los casos m # 0
y m=0.

a) m # 0 (campo mesénico vectorial).

A partir de las férmulas anteriores se sigue inmediatamente que
el conjunto de los puntos de E en los que las ecuaciones de HAMILTON
son compatibles es el subespacio vectorial E’ de E definido por todos
los vectores (f,, w,, ﬁ, 0,) de E tales que:

dwg +m? f =0

Restringiendo las ecuaciones de Hamirrox a este subespacio las
ecuaciones que resultan son ya compatibles en todos los puntos de
dicho subespacio. I.a cadena de subvariedades de la que habldbamos
en la teoria general tiene, pues, en este caso, un solo elemento.

Dado un punto cualquiera o ¢ E’, el radical 7ad (o’,), de la res-
triccién (w'y), a E' en o, de la métrica simpléctica w, es el subespacio
vectorial de E,” definido por todos los vectores de la forma (0, 0, 0, f).
La distribucién ¢ € E' — rad (w';), sobre E’ es, trivialmente, total-
mente integrable, y el conjunto E de sus subvariedades integrales
méximas es, precisamente, el espacio cociente de E’ respecto del
subespacio N de E’ definido por todos los vectores de la forma
(0, 0,0, f,).

La aplicacién ¢ € E - (w5, ws) e D; ® Dy), donde w; = w, y
w; = w, siendo o un representante cualquiera de la clase o, es una
inmediata parametrizacién del espacio cociente E. Respecto de esta
parametrizacién, las expresiones de las proyecciones H, w, y dH en
E de H, w, y dH sobre E’, respectivamente, son:

H (o) = - Jr [m2 w2 + (xdw3)? + 02 + -1;11; (6 @:)2] w3

P

N o=

2 (wp)s (64, &) ="/ (* - @' — 0! @?) wy
V’
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@) (&) = | [((+d)? w5 + m2 03) - o + (za; _ Lz as a);) ] o3
j m
J, \ ,
A partir de las dos tltimas expresiones es inmediato comprobar
que la solucién tnica de las ecuaciones de HAMILTON sobre el espacio
cociente E es:

GeE —~ 1 [ws L dd w;, — (#d)?2 wg — m? wg)
m2

Finalmente, respecto de la relacién entre ecuaciones de HAMILTON
y ecuaciones de LAGRANGE en el sentido de la § 3.3, se verifica: que
las soluciones de las ecuaciones de ILAGRANGE son las soluciones de
las ecuaciones de HAMILTON que yacen en el subespacio E de E’
definido por todos los vectores (f,, w,, f,,, w,) de E’ tales que:

b, —f, =0

Esta ecuacién es la tan llamada condicién de LLORENTZ que, desde
este nuevo punto de vista, adquiere un claro sentido estructural.

b) m =0 (campo electromagnético).

El conjunto de los puntos de E en los que las ecuaciones de Ha-
MILTON son compatibles es el subespacio E’ de E definido por todos
los vectores (f,, w,, f5 w,) de E tales que:

0 w,=0

Restringiendo las ecuaciones de HaMILTON a este subespacio las
ecuaciones que resultan son ya compatibles en todos los puntos de
dicho subespacio.

Dado un punto cualquiera o € E’, el radical 7ad (w',), de la res-
triccién (w'y), 2 E' en ¢ de la métrica simpléctica w, es el sub-
espacio vectorial de E’, definido por todos los vectores de la forma
(f, d®, o, f). La distribucién ¢ ¢ E' - rad (o'y), sobre E' es to-
talmente integrable, y el conjunto E de sus subvariedades inte-
grales maximas es el espacio cociente de E’ respecto del subespacio
N de E’ definido por todos los vectores de la forma (f,, d9,, o, ﬁ).

La aplicacién o ¢ E > (w;, @;) € Dy’ ® Dy" donde w; = #dw,
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Y w; = @, siendo ¢ un representante cualquiera de la clase ¢ y Dy’
el espacio de las 1-formas cocerradas a soporte compacto sobre V',
es una inmediata parametrizacién del espacio cociente E. En electro-

. 1 1 _ . .
magnetismo — 5 w; Y 5 w; son, respectivamente, el campo magné-

tico H y el cémpo eléctrico E. Respecto de esta parametrizacion,
las expresiones de las proyecciones H, w, y dH en E de H, w, v dH
sobre E’, respectivamente, son:

( (032 + w32) w3
J

v’

H (o) =

N | —

2 (@), (€', €?) = ( [02- (+d)~! &' — (+d)"! o' - %] w3

(@H)s (e) = ( (w5 w0 + @5+ o) v

P

A partir de las dos ultimas expresiones es inmediato comprobar
que la solucién tnica de las ecuaciones de HAMILTON sobre el espacio
cociente E es:

occE —>%[(*d) ws, — () ;]

o en notacién convencional:

— =rot E, t=—rotﬁ,divl7=0, divE =0

que son las bien conocidas ecuaciones de MAXWELL en el vacio en
términos de los campos eléctrico y magnético.

Para completar el estudio de estos dos campos se debe abordar
ahora el problema, esencialmente analitico, de dotar el espacio E de
una norma que verifique todas las condiciones que se imponfan en la
teoria general y que ademds sea compatible (en algin sentido na-
tural) con el problema de la invarianza relativista de la teorfa. No
nos ocuparemos aqui de este problema por no tenerlo, por el momento,
totalmente resuelto.
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