IMAGEN DE UN SISTEMA ORTOGONAL COMPLETO DE
RAVOS POR UN OPERADOR LINEAI, ACOTADO (¥)

por

ANTONIO PLANS

ABstrACT: Let H denote the real separable Hilbert space and 4 :
:H — H a bounded linear operator. Our goal is finding a complete
orthogonal system of rays {r, |#» € N} whose image by 4, {47, |n € N}
best approaches to orthogonal system. For 4 injective (N (4) = o)
-the only available case the following result is obtained: there exists
a complete orthogonal system of rays, {#, |# € N}, such that its image

{dr,|n € N}y is complete heterogonal in 4 ,, holding moreover 3 @ (s,

1
Ar,)? < & where & < 0 is arbitrarily small and {s,|» € N} is a certain
orthogonal complete system of rays in 4.

l.— Sea E, un espacio vectorial real p-dimensional, con pro-
ducto interior. Sea 4 : E, — E, un operador lineal con N (4) = o.
Entonces es sabido que existe una p-tupla de rayos ortogonales,
cuya p-tupla imagen también es ortogonal.

Es de notar que, si A es hermitico, s6lo tiene espectro puro de
puntos. En cambio, en el espacio de Hilbert, que ahora vamos a
considerar, aparece el espectro continuo.

2.— Designemos por H el espacio de Hilbert separable real.
Sea 4 : H — H un operador lineal acotado, con dominio de valores
A4 4 de dimensién infinita. Nos planteamos la existencia de un sistema
ortogonal completo de rayos, cuyo sistema imagen sea también
ortogonal. Es fécil probar que esto ocurre cuando y sélo cuando 4,
inyectivo (N (4) = o), admite una representacién polar 4 = UH,
donde el operador hermitico H tiene espectro puro de puntos. Como

(*)..El presente trabajo ha sido objeto de una comunicacién en la IV Reunién de la Agrupacién de
Matemdticos de Expresién Latina, Palma de Mallorca, 19-23 Septiembre 1977.
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ejemplo de esta situacién, tenemos los operadores inyectivos comple-
tamente continuos.

Resulta pues que los operadores para los que no existe un sistema
ortogonal completo de rayos, con imagen asimismo ortogonal, serdn
aquellos A que, en su representacién polar, A = UH, H tenga tam-
bién espectro continuo.

Nos planteamos entonces el problema de optimizacién, en los
siguientes términos:

Dado un operador lineal acotado A, ;existe siempre un sistema
ortogonal completo de rayos, cuyo sistema imagen sea HETEROGONAL?

(v. [3])*

Distinguiremos dos casos:

3.— N (4) = o (A inyectivo).

De acuerdo con un resultado de MURRAY [4], aplicado a esta situa-
cién, tendremos la existencia de una infinidad de subespacios lineales
cerrados, ortogonales dos a dos, V1, V2, ..., subtendiendo H, tales
que A|p: (v 7 € N) tiene inverso acotado, siendo también los subespacios
lineales cerrados 4 (V*) ortogonales dos a dos y subtendiendo 4.

Sustituyamos ahora V¢ (yieN) por H (salvo el caso simple dim
V¢ finita), y actuemos como si A4 (V¥) = Vi Al aplicar la represen-
tacién polar, a efectos del problema propuesto, podemos referirnos a
un operador acotado hermitico regular

H:H->MH,
HH-'=H 1 H = 1.

Caben dos casos:

a) H tiene espectro puro de puntos.

Entonces, evidentemente, existe un sistema ortogonal completo
de rayos cuyo sistema imagen es también ortogonal (ademds com-
pleto).

b) H no tiene espectro puro de puntos.

Aplicamos entonces el siguiente resultado (WEYL - von NEUMANN,
(71, [5]):

Dado un operador hermitico A, existe un operador de Hilbert-
Schmidt X, con doble norma tan pequefia como se quiera, tal que
A + X tiene espectro puro de puntos.

* Ios numeros entre corchetes se refieren a la bibliograffa.
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Dado, pues, & > 0, al arbitrio, existira el operador H, hermitico,
con espectro puro de puntos, tal que

[Hy — H||| < e.
Sea {e,|n € N} un sistema o.n.c. de vectores propios de H;:
Hye,= Ase, (neN)

donde 4, es el valor propio correspondiente a e, (n € N). Entonces
tendremos, en particular,

Z |M’nen - HB”HZ < g2,
1
Se verifica |||Hy| — 1H|| < ||H, - H| < |||H; — HJ||.

Sabemos que, con ¢ suficientemente pequefio, al ser ||H; — H|| <
<&, H; también serd regular. Ademdis, que si |[H; — H|| -0,
[[H' — H7Y| - 0 (v. [2]). Se tiene

sup |4, = [[H]|
1

= |l
inf [A,|

Por la regularidad de H,, {|A,| |#» € N} es una sucesién doble-
mente acotada.

Tomando & < 0 suficientemente pequeifio, siempre podemos con-
seguir:

[Hill = H||+7%, Inl<e
WHT = 1H Y + 7, - 19| <¢. (¢ < ¢

Por consiguiente

g < A< [H|| + 7.
2= + 7

Como, por lo anterior, 5, 7’ pueden tomarse arbitrariamente
pequefios, una vez fijado ¢ > 0 suficientemente pequefio, {|4,| |# € N}
es doblemente acotada, con cotas, inferior y superior, que llegan a

diferir, tan poco como se quiera, de v ||H]||, respectivamente.

1
[H=]|
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oo o 1
Dado & > 0, tenfamos ¥} |[4,¢, —He, ]2 < 2 <==> ¥ 42 |le, — - He,||?2 < &2
1 T

"

De acuerdo con lo anterior, equivalentemente,

S lles — — He, |12 < 2
: 2

"

donde 6 > 0 puede tomarse arbitrariamente pequefio. Por consi-
guiente, resulta

Yal(r, Hr,)?2 < 8, (1)
1
donde 7, = w(e,) (v »eN).

Asi, hemos deducido la existencia de un sistema ortogonal com-
pleto de rayos, {7,|n €N}, tal que {H7,|n € N} es heterogonal com-
pleto (tomando ¢ > 0 suficientemente pequefio), ddndose la condi-
cién de aproximacién angular (1).

Consideremos de nuevo el operador inyectivo dado A y designe-
mos por A, =Alyi: Vi >A(V) (ieN). Sea W, : A(V}) -~ V¢
\V ¢ € N) un operador unitario. Por la representacién polar

w4, = U H,

donde H, : Vi - Vi es hermitico regular y U, : Vi — Vi es uni-
tario. Luego
4;=U; H,,

donde U, = W' U, : Vi - A (V') es también unitario.
Sea ahora & > 0 dado al arbitrio, y sea

Yel<é
1

Como H; : V' — V' es hermitico regular (y ¢z € N), podemos aplicar-
le el resultado anterior. Por consiguiente, existe (y ¢ € N) un sistema
ortogonal completo de rayos {r{") |n € N}, en Vi, tal que

oo
a(r, H; (r)? < &.

n=1
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Luego existird en A (V') un sistema ortogonal completo de rayos
(s = U, (#") |n e N} (yieN) tal que

oo
ZIM(SL”, 4; ()2 < €.
=

Reunimos ahora todos los sistemas {#{) |» € N} y obtenemos el
sistema ortogonal completo de rayos en H

r,meNy = (J ¥,
neN
i €N

tal que su sistema imagen {4 7, |# € N}, HETEROGONAL completo en
4, (tomando los ¢; (¢ € N) suficientemente pequefios), verifica ademds
la siguiente condicién aproximativa : existe un sistema ortogonal
completo de rayos en 4,

{s, € d,lneNy = {J s tal que

neN
1 EN

X s, Ar,)2<é
n=1

Es inmediata la existencia de representantes a,€4 (7,) > {a,|
|n € N}, considerado como imagen de un sistema ortonormal completo
por un operador acotado, representa un operador de la forma U + C,
con U unitario y |||C]]| < oo. Por el Teorema V.8 de [1], resulta que
no sélo {4 (#,) |» € N} es HETEROGONAL, sino que es un SISTEMA DE
RAYOS DE BARI : el hipervolumen

a; a, \

o e, ,.. ) > 0.
( [lay]] [a,|] )

4.— N (A) # o0 (A no inyectivo).

LeMA. Sea {¢, |# € N} un sistema ortonormal completo. Sea un subes-
pacio lineal cerrado E ¢ H, E # H, tal que ¢, ¢ EL (y n € N). Enton-
ces {¢,’ = Pre,|neN} no es topolégicamente libre, siendo Pr la
proyeccién ortogonal sobre E.

[e ]

[eo)
DEMOSTRACION: Sea a #0, acELl, yseaa=Y A ¢. LuegoY Ae' =
1 1

= 0. Supongamos p.e. que A; % 0. Deducimos ¢, = Y u; ¢/, ;' €
2

[e2), ey, ...]. Por consiguiente {e,’ |# € N} no es topolégicamente libre.
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PROPOSICION. — Sea 4 : H — H lineal acotado, con nticleo N (4) #

# 0. Sea {7, |n € N} un sistema ortogonal completo de rayos, tal que
7, e N(4A) (v »eN). Entonces

{r, =Ar,|necN}

no es topolégicamente libre.

DEMOSTRACION:  Sea ¢, €7,, |le,]|=1= {¢,|neN} es un sistema
ortonormal completo. Sea ¢,” = Py 41 (¥ #€N), Ae, = Ae,. En vir-
tud del lema anterior {¢,'|#n €N} no es topolégicamente libre -
{de, [n € N} tampoco lo serd <= {r,'|n €N} no es topolégicamente
libre.

Sélo cabe considerar, por tanto, en este caso la restriccién

N(4)L

y aplicar el resultado del apartado anterior a N(4)L, en sustitucién
de H.

5.— En P(H) (espacio proyectivo de base H) la interpretacién del
resultado obtenido en el apartado 3 (4 inyectivo) es la siguiente:
Para toda proyectividad

n=P(4) : P(H) - P(H),

siempre hay un simplex completo cuya imagen por z es también un

simplex, completo en P (4,).
Si m degenera (caso no inyectivo), tal cosa es imposible (v. [6]).
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